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Resumen

La navegación autónoma en robótica móvil es una tarea que ha sido ampliamente
desarrollada para robots terrestres, sin embargo, para los vehículos de super�cie marina
representa un gran desa�o a trabajar, ya que en casi inexistentes ocasiones se presentarán

ambientes en los que no se tengan perturbaciones que afecten al desplazamiento del
vehículo.

Este trabajo aborda uno de los problemas más comunes para la robótica móvil (navegación
autónoma) pero aplicado al modelo dinámico de un catamarán de dimensiones pequeñas

para aplicaciones de monitoreo y adquisición de datos. Se presentan las ecuaciones
dinámicas que rigen el comportamiento del vehículo, así como los modelos que describen
tres de las perturbaciones ambientales encontradas en zonas costeras: oleaje, corrientes

marinas y viento. Se realizan simulaciones numéricas del modelo dinámico con las
perturbaciones, un controlador robusto basado en modos deslizantes es diseñado y

comparado con un controlador tipo proporcional-derivativo no lineal .

Abstract

Autonomous navigation in mobile robotics is a task that has been widely developed for
terrestrial robots, however for marine surface vehicles represents a great challenge to work,
since in almost non-existent occasions environments will be presented in in wich there are

no perturbations that a�ect the displacement of the vehicle.
This work addresses one of the most common problems for mobile robotics (autonomous
navigation) but applied to the dynamical model of a catamaran of small dimensions for
monitoring and data adquisition applications. The dynamic equations that govern the
behaviour of the vehicle are presented, as well as the models that describe three of the
environmental perturbations found in coastal areas: waves, marine currents and wind.

Numerical simulations of the dynamical model with perturbations are carried out, a robust
controller based on sliding modes is designed and compared with a non-linear

proportional-derivative type controller.
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SMC Sliding Mode Control, Control por Modos Deslizantes.

PD Proportional Derivative, Proporcional Derivativo.
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Capítulo 1

Introducción y estado del arte

1.1. Antecedentes históricos

Uno de los principales deseos e intereses del hombre desde sus primeras civilizaciones fué y ha
sido el explorar nuevos territorios. Ya sea por necesidad, en busqueda de alimentos, mejores
condiciones de vida, expansión de sus territorios, colonización y/o conquista, el hombre ha
tenido que desplazarse a lo largo del globo terráqueo de distintas maneras. A pie, el hombre
logró conocer los limites de sus tierras y explorar en las cercanias a mayor detalle, sin embargo
fué con el empleo de animales y herramientas que el hombre verdaderamente logró explorar
más allá de lo que podía ver.

Un primer obstáculo que tuvo en su afán por explorar fué el tener que atravesar canales de
agua, llamense ríos o lagunas, ya que si bien algunas de estas masas de agua se podían rodear
a pie, el tiempo gastado en rodear era mucho y suponía un peligro el tener que regresar en
horas en donde la luz del día ya no se encontraba disponible. Fué entonces cuando a tra-
vés de la observación se logró dar cuenta como los troncos de los árboles tenían la capacidad
de �otar sobre el agua, esto suponía un fenómeno que debía ser aprovechado para su bene�cio.

La unión de dos o más troncos atados a través de ramas de arboles dió origen a lo que se
conocen como las primeras embarcaciones. Los métodos de propulsión y gobierno utilizados
eran simples baras largas de madera que tocaban con el suelo marino y empujaban a la em-
barcación.

Estas primeras embarcaciones tuvieron usos de bastante utilidad tales como la pesca y/o
trasladarse en distancias cortas. No habrá pasado mucho tiempo cuando se fueron perfeccio-
nando estas embarcaciones para después lanzarse a explorar otros territorios. Estos hechos
fueron los inicios de la navegación, la manera de transportar en forma masiva a las personas.

No se tienen muchas evidencias acerca de las primeras embarcaciones, sin embargo se apunta
a que todos estos primeros datos tuvieron lugar en la era Mesolítica ya que en esta era se
dió el intercambio de las poblaciones nómadas a las sedentarias, se fabricaban las primeras
herramientas de piedra y tuvo el nacimiento del dominio de la pesca ya que la �nalización
del último periodo glaciar se efectuó durante esta era.
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1.1 Antecedentes históricos

Mucho tiempo despues tuvieron auge las grandes civilizaciones que precisamente lograron
su poderío y expansión gracias a sus embarcaciones relativamente avanzadas. Una de estas
civilizaciones pioneras fueron los egipcios, quienes construyeron diferentes tipos de barcos
para navegar por el Nilo, su principal vía de comunicación. Es justo mencionar que en el An-
tiguo Egipto no tenían arboles, por lo que las primeras embarcaciones muy probablementes
estaban fabricadas con papiros o juncos atados (Fig. 1.1). Debido a esto, los barcos carecían
de quilla1 y para solucionar este problema se utilizaba una gran soga que recorría el largo del
vehículo, de proa a popa, la cual evitaba la quebradura de la nave.

Figura 1.1: Mural de un barco egipcio (Barca Fluvial 1420 a.C.). (Imágen tomada de Wiki-
pedia)

Otra gran civilización que destaca en la historia de la navegación son los fenicios. Esta civili-
zación logró construir barcos mercantes que podían transportar cargas considerables. Incluso,
debido a que el comercio marítimo crecía y con ello una competencia entre las civilizaciones
por acaparar las principales rutas de comercio, fueron capaces de construir barcos de gue-
rra mas grandes y efectivos que sus contemporaneos. Ellos utilizaban la fuerza del viento a
través de velas colocadas a lo alto como medio de propulsión. El aporte mas signi�cativo de
los fenicios a la construcción de barcos, fué el buque de manga ancha que en vez de remos
utilizaba las velas y, ya que no había necesidad de remeros, se aprovechaba este espacio para
almacenar volumenes de carga mayores. También se les reconoce por haber desarrollado las
galeras birremas y trirremas que reciben estos nombres debido a que los remos se colocaban
en dos y tres �las respectivamente.

1f. Pieza que va de popa a proa por la parte inferior del barco y en que se asienta toda su armazón.
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1.1 Antecedentes históricos

Algunas de las embarcaciones mas destacables de las antiguas civilizaciones pioneras en la
construcción naviera se describen a continuación.

Barcos egipcios.

Las embarcaciones egipcias (Fig. 1.2) mas comunes poseían un mástil y una vela cuadrada
que descansaba sobre la verga inferior, la parte superior de la vela era móvil para aprovechar
de mejor manera el impulso del viento. Otra característica es que la proa y popa se encon-
traban siempre elevadas. Al navegar por el rio Nilo hacia el sur la vela era desplegada para
aprovechar la fuerza del viento como medio de empuje, y cuando navegaban en dirección
contraria se utilizaban los remos. Algunos datos de las embarcaciones egipcias se encuentran
en la Tabla 1.1.

Figura 1.2: Barco egipcio. (Imágen tomada de fundacionaquae.org)

Barcos fenicios.

La civilización Fenicia fué experta navegante, desarrollando e impulsando el intercambio co-
mercial a través del mar. Desarrollaron innovadoras naves tanto comerciales y de guerra (Fig.
1.3) y tenían extensos conocimientos náuticos. Su principal ruta se desarrollaba desde el ac-
tual sur del Líbano hasta lo que es actualmente Cádiz. Podían navegar hasta 4,500 Km. en 50
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1.1 Antecedentes históricos

Tabla 1.1: Caracteristicas de los barcos egipcios.

Eslora 9-12 m. (barcos pequeños), 43-50 m. (barcos fune-
rarios), 63-90 m. (barcos de faraones)

Manga 3-30 m. Los más grandes
Forma de propulsión y gobierno Velas montadas sobre el mastil principal y remos.

Un remo más grande era usado como timón en la
popa.

Metodos para navegar Observación de la costa y en ocasiones posición del
sol y estrellas.

días realizando escalas en algunos puertos. Estos puertos estaban montados estrategícamente
a no mas de un par de días de distancia para reabastecer viveres. Los fenicios desconocían la
brújula por lo que navegaban mayormente de día y bordeando la costa. En la Tabla 1.2 se
presentan algunas caracteristicas de estas naves.

Figura 1.3: Barco Fenicio. (Imágen tomada de fundacionaquae.org)

Tabla 1.2: Caracteristicas de los barcos fenicios.

Eslora 20-30 m.
Manga 6-9 m.
Forma de propulsión y gobierno Velas montadas sobre el mastil principal y remos.

Un remo, a veces dos más grandes era usados como
timón .

Metodos para navegar Bordeo de la costa durante el día.
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1.1 Antecedentes históricos

Trirreme griega.

Desde el siglo VIII a.C. las principales ciudades griegas aprovecharon la calidad de sus bar-
cos y sus navegantes para colonizar toda la costa mediterranea. Las embarcaciones de esta
civilización (Fig. 1.4) se caracterizaban principalmente por ser bastante maniobrables, por lo
que eran principalmente utilizadas para la guerra. Como el nombre lo indica, los trirremes
contaban con tres �las de remos colocados a diferentes niveles, esto permitió a estas naves
alcanzar velocidades jamas vistas hasta ese entonces. Eran naves largas, estrechas y con poco
calado, todo esto ayudaba a incrementar su maniobrabilidad. En la Tabla 1.3 se presenta
un resumen con algunas de sus caracteristicas. Un ejemplo de este tipo de embarcaciones es
el trirreme Olympias que aún se encuentra en perfectas condiciones en el Museo Naval de
Falero en Grecia.

Figura 1.4: Trirreme Olympias. (Imágen tomada de tecnologia-maritima.blogspot.com)

Tabla 1.3: Caracteristicas de los barcos griegos.

Eslora 30-40 m.
Manga 5-6 m.
Forma de propulsión y gobierno 2 o 3 �las de remos colocadas a distintas alturas

y velas como metodo secundario. Dos remos más
grandes eran usados como timón.

Metodos para navegar Observación de la costa y en ocasiones posición del
sol y estrellas.
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1.2 Navegación en barcos

Galera romana.

Roma no inventó las galeras, sin embargo fué una potencia que tenía una gran cantidad de
naves de este tipo en su �ota. La galera (Fig. 1.5) combinaba el uso de velas y remos para na-
vegar, aunque cuando el viento se encontraba en contra del sentido de navegación solo podía
utilizar los remos como metodo de propulsión. Tenían al frente unos espolones reforzados con
metal con lo que podían embestir y causar daño a las naves enemigas. Algunas caracteristicas
de estas naves son recopiladas en la Tabla 1.4.

Figura 1.5: Barco romano. (Imágen tomada de fundacionaquae.org)

Tabla 1.4: Caracteristicas de las galeras romanas.

Eslora 40-45 m.
Manga 5-7 m.
Forma de propulsión y gobierno Velas y remos. Un remo más grande era usado co-

mo timón.
Metodos para navegar Observación de la costa y en ocasiones posición del

sol y estrellas.

1.2. Navegación en barcos

El concepto de navegar, según la real academia española (RAE), se encuentra de�nido como:
desplazarse por el agua en un buque o en otra embarcación y la acción de este verbo, navega-
ción, signi�ca: Ciencia y arte para navegar. Es entonces que este término se encuentra referido
en este contexto al desplazamiento que realiza un barco para llegar de un punto a otro sobre el
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1.2 Navegación en barcos

mar, también indica que es una ciencia ya que es necesario tener conocimientos físicos, mate-
máticos, oceanográ�cos, astronómicos, etc. y es un arte puesto que el navegante 2 debe poseer
cierta destreza y habilidad para llevar a cabo una correcta navegación, esto implica: evitar
los peligros y mantener el rumbo �jo hacia el destino, o en su caso, recobrar el correcto rumbo.

La civilización fenicia como se mencionó en la sección anterior, tuvo un gran impacto en
la historia de la navegación, no solo por la construcción de sus naves sino por que también
poseían el conocimiento de metodos ingeniosos para navegar, por ejemplo, al desconocer la
brújula ellos bordeaban la costa sin perder de vista el litoral, a este metodo se le conoce como
navegación a cabotaje, y ya que la visibilidad se perdía al entrar la noche solo navegaban
durante el día. No fué hasta mucho tiempo despues cuando se adentraron a navegar de noche
y se guiaban por la observación de las estrellas, siguiendo la constelación de la osa mayor o
empleando tablas de distancia que habían elaborado para este proposito de navegación. A
través de la observación nocturna del cielo fué como estas técnicas fueron ingeniadas y con
esto aplicaron sus conocimientos astronómicos a la navegación.

En el siglo VII a.c. ya se conocían las propiedades magnéticas de algunos minerales, sin em-
bargo fúe hasta el siglo XI cuando se descubrio que estos materiales montados libremente,
adoptaban una orientación determinada. La invención de la brújula tal cual, se le atribuye a
los chinos. Entre los árabes se mencionaba por primera vez en el sigo XII y probablemente
fueron ellos quienes la introdujeron a Europa. Este instrumento fué de gran utilidad para los
antiguos navegantes, pues cuando el cielo estaba nublado y la observación de las estrellas no
podía efectuarse, recurrian al uso de la brújula ya que esta siempre apuntaba hacia el norte
magnético.

Los principales problemas de cualquier navegante son:

Determinar el rumbo,

Determinar el tiempo, velocidad y distancia, mientras el viaje se efectúe y

Determinar la profundidad del mar para no quedarse encallado.

Con los métodos antiguos era posible determinar el rumbo de la nave y la distancia al destino
mediante el uso del astrolabio y cartas de navegación y para determinar la profundidad del
mar se utilizaban simples lastres que pendían libremente por uno de los costados de la em-
barcación. Todos estos métodos fueron de suma importancia para realizar expediciones cada
vez mas lejanas y colonizar nuevos territorios.

Actualmente la brújula ha sido reemplazada para la navegación de embarcaciones de comer-
cio y/o transporte por el uso de GPS (del inglés, Global Positioning System, sistema de
posicionamiento global), que hace el uso e�ciente de satélites alrededor del globo terráqueo
para conocer la orientación, posición y altitud de las embarcaciones. La implementación de
modernas técnicas de control e inteligencia arti�cial dan lugar a pilotos automáticos que

2Que navega.
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1.3 Robótica

pueden, bajo ciertas condiciones y contextos, dar lugar a navegaciones autónomas en don-
de se puede prescindir de la intervención humana. Todo esto antes era impensable ya que
no era concebible el no hacer uso de los antiguos métodos para realizar una buena navegación.

La navegación autónoma del vehículo contempla los algoritmos con los que el vehículo puede
desplazarse entre dos puntos de la manera más corta o siguiendo una trayectoria generada
por un usuario o generada de manera automática por un algoritmo de control [1]. Para esto,
es necesario dotar de sensores al vehículo para brindarle habilidades perceptivas para poder
realizar la localización, planeación y navegación. Cabe mencionar que estos sensores son in-
dependientes de los sensores con los que se puede realizar la medición de variables ambientales.

En la navegación in�uyen varios factores externos propios del medio ambiente sobre el que se
desplaza, tales como dirección y magnitud del viento, oleaje, profundidad, etc. Mismos a los
cuales el vehículo debe ser robusto, por esta misma cuestión también es necesario dotar a la
plataforma móvil con algoritmos para compensar dichas perturbaciones y que las mediciones
ambientales sean lo más precisas y exactas posibles.

1.3. Robótica

La robótica tiene un gran auge en tiempos actuales, es un principal tema de interés tanto
para aquellos que son expertos en el área y como para aquellos que no lo son, ya que se
asegura que el uso que se les dá y las aplicaciones que tienen los robots mejorarían en cierta
manera las condiciones de vida de la humanidad. A través del paso del tiempo también los
robots han ido evolucionando, pasando de ser máquinas que realizaban tareas repetitivas y
solo en ambientes industriales a ser dotados con inteligencia arti�cial y trasladarse a la vida
cotidiana. Según la RAE la robótica se de�ne como: Técnica que aplica la informática al
diseño y empleo de aparatos que, en sustitución de personas, realizan operaciones o trabajos,
por lo general en instalaciones industriales.

Según su cronología los robots se pueden clasi�car de la siguiente manera:

Primera generación: Sistemas mecánicos multifuncionales con un esquema de control
sencillo: manual, de secuencia �ja o de secuencia variable.

Segunda generación: Robots de aprendizaje. Repiten una secuencia de movimientos que
ha sido ejecutada previamente por un operador humano. El modo de hacerlo es a través
de un dispositivo mecánico.

Tercera generación: Robots con controladores. El controlador es una computadora que
ejecuta las órdenes de un programa y las envía a la máquina para que realice los
movimientos necesarios.

Cuarta generación: Robots inteligentes. Al igual que los de la generación anterior poseen
un controlador, pero además tienen sensores que envían información del entorno a la
computadora y permite una toma inteligente de decisiones y el control del proceso en
tiempo real.
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1.3 Robótica

En la actualidad la última etapa de la clasi�cación anterior es la que se encuentra en desarro-
llo, con robots autónomos capaces de realizar tareas de inspección, exploración, navegación
e incluso tomar decisiones según un criterio con la inteligencia arti�cial.

Los robots también se pueden clasi�car de acuerdo otras características (morfología, aplica-
ción, locomoción, etc.). Según el medio en el que se desplazan se pueden clasi�car en:

Aéreos.

Despegue vertical (Cuadricópteros y algunos zoomór�cos3).

Despegue horizontal (Aviones de ala �ja y proyectiles).

Terrestres

De base �ja (Robots manipuladores y ensambladoras).

Móviles (Vehículos con ruedas, algunos zoomór�cos y androides).

Acuáticos

Submarinos (Vehículos submarinos y algunos zoomór�cos)

De super�cie (Barcos autónomos)

Los vehículos de super�cie no tripulados, USV por sus siglas en inglés (Unmanned Surface
Vehicles) entran en la clasi�cación de robots y se de�nen como cualquier vehículo que se
encuentra en operación y constante contacto sobre el agua [2], sumergido o semisumergido,
el cual no requiere de un operador humano abordo y puede ser teleoperado, semi-autónomo
o autónomo.

Un robot teleoperado es aquel que se controla a distancia mediante un cable físico o un medio
inalámbrico. Un robot semi-automático es aquel en que aún estando controlado por algún
operador, tiene la capacidad de realizar determinadas correcciones del operador humano o
viceversa, estando en funcionamiento autónomo, el operador tiene la facultad de realizar co-
rrecciones en la operación.

Cuando se habla de autonomía se trata con la capacidad que tiene un dispositivo de auto-
gobernarse y adaptarse a los cambios que puedan haber en su entorno, por lo que un robot
autónomo es aquel que tiene tales facultades de tomar sus propias decisiones sin supervisión
de un ser humano.

El uso de los USV's tuvo un gran impacto durante la segunda guerra mundial ya que eran
utilizados para detectar minas submarinas, reconocimiento de lineas enemigas e incluso como
primera linea de ataque.

Existe un alto potencial para uso civil en aplicaciones de transporte, monitoreo, reconocimien-
to y exploración de zonas costeras y de lugares remotos debido a que el costo de operación y

3Robots con morfología similar a la de los animales e insectos
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1.4 Estado del arte en USV's

mantenimiento es mucho menor que el de un vehículo acuático a escala completa. También,
el hecho ser vehículos no tripulados reduce la posibilidad de perdida o accidentes en materia
de recursos humanos.

Este tipo de vehículo compite con otras plataformas de exploración como vehículos aereos,
boyas meteorológicas y satelites en temas de durabilidad, capacidad de carga, costo, ma-
niobrabilidad, etc. Presentando siempre multiples ventajas sobre ellos ya que su tamaño
compacto les permite navegar en zonas de baja profundidad, a diferencia de un vehículo
sumergible, la alta capacidad de carga permite que puedan integrarse múltiples instrumen-
tos de medición sin disminuir su tiempo de operación, a diferencia de los vehículos aéreos y
�nalmente la capacidad de navegación autónoma hace que el vehículo pueda explorar y mo-
nitorear grandes volumenes de agua, como lagos, rios, lagunas, etc. lo contrario que sucede
con una boya que solo puede monitorear los cambios ambientales desde una posición siempre
�ja [3].

1.4. Estado del arte en USV's

Existen diversos trabajos con barcos autónomos pero no fué hasta 1991 cuando Thor I. Fos-
sen incursionó en el modelado de vehículos marinos. En [4] se describe el modelado no lineal
y control de vehículos submarinos donde se uni�can algunos conceptos de mecanica clásica
e hidrodinámica para obtener el modelo dinámico cinemático y cinético de un submarino.
Cabe resaltar la importancia de este trabajo porque proporciona un modelo generalizado
aplicable a submarinos y barcos. Se presenta un modelo no lineal de seis grados de libertad,
así como un análisis de perturbaciones y estabilidad basado en un modelo linealizado a partir
del modelo no lineal. Además, se desarrolla un piloto automático basado en control lineal,
como controladores PID (Proporcional, Integral, Derivativo ) y LQR (Linear Quadratic Re-
gulator, Regulador Cuadrático Lineal), y controladores no lineales, como Control por Modo
Deslizantes y Control Adaptativo Basado en Pasividad. El mismo trabajo pero utilizando la
formulación de Lagrange en vez del enfoque Newton-Euler es presentado en [5].

En [6] se presenta una extensión del trabajo realizado en [4], en el cual se presentan métodos
para la parametrización de las matrices de coriolis y fuerzas centripetas pertenecientes al mo-
delo matemático, con estos métodos se obtienen representaciones con propiedades especí�cas
(antisimetría, de�nición de positividad, etc.).

El desarrollo de vehiculos no tripulados para misiones autónomas tuvo uno de sus prime-
ros trabajos en el año de 1996 con el vehículo �ACES� (Fig. 1.6a) cuyo proposito principal
fué realizar una recolección de datos oceanográ�cos, uno de los principales motivos impulso-
res fué reducir los costos empleados en las investigaciones oceanográ�cas al contar con una
plataforma autogobernable y de bajo costo que pudiera realizar la recolección de datos sin
necesidad de operadores humanos. Este vehículo fué construido en el Instituto Tecnológico de
Massachusetts (Estados Unidos) y antes de este vehículo ya se había construido el vehículo
�ARTEMIS� (Fig. 1.6b), una réplica a escala de un barco pesquero, sin embargo demostró no
ser adecuado para realizar operaciones en zonas costeras y mar abierto debido a su gran cala-
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do, baja velocidad, poca duración y estabilidad. En [7] se presenta el desarrollo del vehículo
antes mencionado así como una comparación con su predecesor construido.

(a) USV �ACES�. (Imágen tomada de researchga-

te.net)
(b) USV �ARTEMIS�. (Imágen tomada de

web.mit.edu)

Figura 1.6: USV �ACES� (Fig. a.) y su predecesor �ARTEMIS� (Fig. b.).

Existen otros trabajos como [8] en donde se describe la adaptación de un sistema funcional
comercial (moto acuática) a un sistema autónomo para realizar operaciones de vigilancia y
detección de vehículos aéreos. Este tipo de trabajos presentan la característica de que los
estudios realizados conforme a estabilidad, maniobrabilidad y durabilidad se encuentran en
avance o ya realizados, por lo que el trabajo solo se enfoca en dotar de autonomía al vehículo
así como de cierta inteligencia arti�cial.

Numerosos trabajos relacionados con el desarrollo de vehículos autónomos pueden ser ci-
tados. Un ejemplo de ellos son [9] y [10] ambos trabajos publicados relatan el diseño y la
implementación de dos vehiculos llamados �ROAZ I� y �ROAZ II� (Fig. 1.7) con caracteris-
ticas técnicas y propositos muy similares. Fueron construidos con la idea de que pudieran
navegar en ambientes como rios y estuarios donde las perturbaciones ambientales como olas,
corrientes y vientos no tienen gran relevancia que afecte el buen desempeño de los vehículos.
En otras palabras, fué diseñado para ser operado en espacios con condiciones ambientales
despreciables y aguas relativamente tranquilas. El propósito de estos vehículos una vez más,
es proveer una plataforma autónoma para la caracterización y monitoreo de los ambientes en
donde opera.

Por otra parte existen trabajos con modelos a escala, en los que el principal objetivo es probar
algoritmos de control para maniobras. Destaca [11] en donde se presenta un controlador
adaptable para el control de maniobras en el vehículo a escala �CyberShip II� (Fig. 1.8). Este
tipo de controlador se presenta como la versión adaptable del trabajo realizado anteriormente
en [12] en donde se realiza una técnica de diseño recursiva robusta para el problema de control
de maniobras. Otros trabajos tales como [13] realizan el seguimiento de ruta utilizando una
técnica �Backstepping� para sistemas dinámicos no lineales. La diferencia entre �Maniobraje�
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(a) USV �ROAZ I�. (b) USV �ROAZ II�.

Figura 1.7: Vehículos �ROAZ I� (Fig. a.) y �ROAZ II� (Fig. b.). (Imagenes tomadas de [10])

y �Seguimiento de ruta� es que el primer concepto se re�ere a hacer que el vehículo siga una
trayectoria parametrizada y permanezca dentro de ella, tarea común realizada cuando los
barcos atracan en los muelles. La segunda tarea implica que el vehículo desarrolle una tarea
geométrica y una tarea dinámica al mismo tiempo llevando al vehículo de un posición a otra
distinta siguiendo una trayectoria especí�ca.

Figura 1.8: Vehículo a escala �CyberShip II�. (Imágen tomada de researchgate.net)

1.5. Contexto regional de aplicación

El Área Natural Protegida �Laguna de Términos� (ANPLT) situada en la parte sur del Es-
tado de Campeche fue declarada bajo este régimen de protección del Sistema Nacional de
Áreas Naturales Protegidas el 6 de junio de 1994. Se ubica en la zona costera de Campeche,
entre el Río San Pedro y San Pablo al occidente y el área de drenaje del Estero de Sabancuy
hacia el oriente, con una super�cie de 705,016 hectáreas y compartiendo territorio de los mu-
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nicipios de Carmen, Palizada y Champotón. En el estado de Campeche, los manglares mejor
desarrollados y más extensos se localizan en la Laguna de Términos. Además, el estado de
Campeche está considerado como el primer estado a nivel nacional referido a su super�cie de
manglar [14].

La zona cuenta con grandes extensiones de manglares que constituyen el hábitat de espe-
cies de crustáceos y peces de importancia comercial (camarón, robalo, corvina, pargo, jaiba,
etc.) y de mamíferos endémicos (manatí, mapache, ocelote, jaguar, etc.). Más aún, consti-
tuyen una zona ideal de reproducción y anidación de reptiles (tortugas, cocodrilos, etc.) y
aves (cigüeña jaribú, halcón peregrino, pelícano blanco, etc.). Es importante resaltar el he-
cho que tres (blanca, carey, Lora) de las ocho especies de tortugas marinas nacen en esta zona.

Estos ambientes marinos y estuarinos son altamente dinámicos y con un �ujo continuo im-
portante y transporte de sedimentos entre la parte marina y los cuerpos de aguas interiores.
El uso y cuidado de la zona es de gran importancia para mantener el equilibrio ecológico.
Es necesario efectuar tareas de exploración de la biodiversidad y efectuar levantamientos
hidrográ�cos en las áreas extremadamente bajas o riesgosas que impidan utilizar vehículos
convencionales. La exploración de la biodiversidad permite el monitoreo de la dinámica natu-
ral de la �ora y fauna con su entorno mientras que los levantamientos hidrográ�cos permiten
la construcción o actualización de la cartografía náutica del área natural protegida.

En contraparte a la trascendental importancia natural del Área, ésta se encuentra dentro de
la zona de exploración y extracción de hidrocarburos más importante de México en la sonda
de Campeche.

1.6. Planteamiento del problema

Diferentes factores económicos (navegación, urbanización, alteraciones de régimen hidrológi-
co de la cuenca, extracción de petróleo, etc.) afectan los hábitats críticos del Área Natural
Protegida perturbando el equilibrio biológico y por ende trastornando la vida silvestre. Sin
embargo, programas de uso y cuidado de la zona pueden implementarse con ayuda de la
ciencia y tecnología. Especí�camente, la exploración de la biodiversidad de la zona y la ac-
tualización del per�l del fondo marino de zonas bajas o riesgosas puede realizarse con ayuda
de una plataforma autónoma no tripulada [15].

Para ambientes marinos y submarinos, los vehículos operados remotamente (ROV, por sus
siglas en inglés, Remotely Operated Vehicle) son comúnmente utilizados. En la sonda de
Campeche, los ROV apoyan en las actividades de exploración y extracción del petróleo en el
Golfo de México. Pero, en las zonas costeras del ANPLT las profundidades son extremada-
mente bajas y de acceso limitado para ROV convencionales. En virtud de estas condiciones,
es importante innovar plataformas adaptadas a estas condiciones naturales y que al mismo
tengan nulo impacto en el equilibrio natural de la ANPLT.
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1.7 Justi�cación

Se pueden utilizar vehículos autónomos aéreos (Cuya alta maniobrabilidad es de gran ayuda
para monitorear desde las alturas y aparte permite sondear una mayor extension territorial
en menos tiempo.), submarinos (Ayudan a explorar la �ora y fauna silvestre que existe en
las aguas profundas) o de desplazamiento sobre la super�cie del agua para realizar tareas de
exploración. Sin embargo, los vehículos de desplazamiento sobre la super�cie del agua como
son los botes, cuentan con mejor autonomía de navegación y de maniobrabilidad en aguas de
la ANPLT.

Los USV presentan mayores ventajas sobre los vehículos aéreos y los ROV, siendo la principal
su tiempo de autónomia, ya que un USV con el equipamiento adecuado puede desarrollar
misiones de larga duración (una a dos semanas [16]), mientras que los vehículos aéreos y los
ROV están limitados a su alto consumo energético y baja capacidad de carga. Así mismo los
ROV utilizan un cordon umbilical [17] que debido a su longitud restringe el desplazamiento
del mismo mientras se encuentra sumergido.

También, debido a la zona de aguas poco profundas que se pretende explorar, es necesario
contar con un compensador de movimiento inducido por el oleaje característico de esta zona
para que las mediciones batimétricas realizadas cuenten con un menor grado de error en la
medición y por ende mayor precisión. Para esto es necesario caracterizar la dinámica del
oleaje inducido [18] e incluirlo en el modelo matemático del USV para poder desarrollar
controladores capaces de rechazar estas perturbaciones por oleaje [19].

1.7. Justi�cación

El estudio y actualización del lecho marino de las áreas naturales protegidas del sureste del
país es de suma importancia, ya que es hábitat de una extensa biodiversidad de �ora y fauna
silvestre que es continuamente cambiante. En la Laguna de Términos, se tiene una extensa
zona de aguas poco profundas para las cuales, embarcaciones que pretenden monitorear
y explorar la zona, tienen imposibilitado su adentramiento. Por esta razón el desarrollo y
uso de un vehículo acuático autónomo de tipo embarcación dedicado a la exploración de
zonas costeras se propone como alternativa a vehículos sumergibles de dimensiones completas.
Además el diseño del compensador de movimiento inducido por el oleaje, permitirá realizar
batimetrías de mejor calidad.
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1.8 Objetivo general y objetivos particulares

1.8. Objetivo general y objetivos particulares

Objetivo general

Diseñar un algoritmo de control para un vehículo acuático no tripulado dedicado a la explo-
ración de la biodiversidad marina en aguas poco profundas.

Objetivos especí�cos

1. Analizar el modelo matemático de un vehículo acuático en 3 grados de libertad.

2. Analizar los efectos de las perturbaciones ambientales en el modelo matemático en 3
grados de libertad.

3. Diseñar un algoritmo de control de navegación autónoma para el vehículo acuático no
tripulado.

1.9. Metodologia

Etapa 1: Revisión bibliográ�ca y estado del arte.
En primer lugar se llevará a cabo una revisión bibliográ�ca sobre vehículos autónomos para
conocer las principales aplicaciones que tienen, los principales objetivos de control y avances
en el desarollo de vehículos acuáticos autónomos. Se estudiarán las dimensiones y caracterís-
ticas principales sobre los trabajos encontrados.

Etapa 2: Estudio del modelo matemático de sistemas marinos enfocado en vehicu-
los en 3 grados de libertad.
Esta etapa está dedicada al estudio del modelo matemático del vehículo acuático. Incluye
tanto el modelo cinemático como el modelo dinámico del sistema. Se realizará el estudio
del modelo completo en 6 grados de libertad y posteriormente se realizará la simplifación
del modelo a 3 grados de libertad. El modelo se validará con simulaciones numéricas en
MATLAB/Simulink.

Etapa 3: Estudio de los modelos matemáticos de perturbaciones ambientales en
ambientes marinos.
Se realizará la investigación de los modelos matemáticos de las perturbaciones ambientales
para vehículos acuáticos y posteriormente se estudiará un modelo que permita generar pa-
rámetros variables automáticamente tales como: velocidad de viento, corrientes y ángulos de
encuentro de olas, corrientes y viento. Al concluir esta etapa se deberá simular las pertur-
baciones ambientales e incluirlas en el modelo matemático del vehículo en 3 grados de libertad.

Etapa 4: Diseño del algoritmo de control para la navegación autónoma del vehícu-
lo.
Con base en el modelo del matemático del vehículo se diseñarán dos algoritmos de control
de navegación y posicionamiento de la plataforma. Se probarán a nivel de simulación en
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1.10 Organización de la tesis

MATLAB/Simulink bajo condiciones controladas con los parámetros correspondientes a las
perturbaciones ambientales determinadas en la etapa anterior. El algoritmo de navegación
deberá ser capaz de seguir trayectorias de�nidas por coordenadas simuladas y deberá ser
robusto ante los efectos de las perturbaciones ambientales.

1.10. Organización de la tesis

Este trabajo se encuentra dividido en seis capítulos donde se abordan los temas pertinentes
al desarrollo del algoritmo de navegación del barco. Durante el primer capítulo se presenta-
ron antecedentes históricos y el estado del arte en vehículos autónomos. El segundo capítulo
trata con el modelado matemático del vehículo autónomo, se presentan los modelos cinemáti-
co y cinético del barco así como la reducción del modelo matemático a tres grados de libertad.

El tercer capítulo describe las perturbaciones ambientales a las cuales se encuentra sujeto
el barco en un ambiente marino real, estas perturbaciones son: olas, viento y corrientes in-
ducidas, al �nalizar el capítulo se presenta el modelo matemático perturbado del vehículo
acuático. Para tener una mejor idea del comportamiento dinámico del vehículo y tambien de
como las perturbaciones afectan al desplazamiento de este, en el capítulo cuatro se presentan
distintas simulaciones numéricas realizadas con el software apropiado, se realiza una descrip-
ción de cada experimento y se interpretan los resultados obtenidos.

Es necesario que el algoritmo de navegación del vehículo autónomo sea capaz de desarrollar
el mejor comportamiento posible para el barco ante las perturbaciones, por lo que en el ca-
pítulo cinco se aborda el diseño de dos controladores, uno basado en un controlador clásico
Proporcional-Derivativo y otro basado en control robusto por modos deslizantes.
Finalmente en el capítulo seis se recopilan los resultados obtenidos al simular el modelo
matemático del vehículo con el controlador robusto para minimizar los efectos de las pertur-
baciones.
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Capítulo 2

Modelado Matemático

Para el diseño de controladores, así como de sistemas de navegación y localización de vehícu-
los autónomos acuáticos es necesario contar con el modelo matemático que describa su com-
portamiento dinámico incluso mas que el estático. El modelo estático trata con cuerpos en
equilibrio, en reposo o movimiento, mientras que el modelo dinámico describe el comporta-
miento del vehículo debido a aceleraciones causadas por perturbaciones o entradas de control.

En esta sección se presenta el modelado dinámico del vehículo �Del�n Explorador I�, iniciando
con la representación del sistema coordenado del vehículo hasta llegar al comportamiento
debido a fuerzas externas del ambiente en el que se encuentra trabajando.

2.1. Sistemas coordenados

Para cualquier cuerpo rígido se necesitan seis coordenadas independientes para determinar su
posición y orientación. Las primeras tres coordenadas (x, y, z) y sus derivadas con respecto al
tiempo se utilizarán para describir las posiciones y velocidades traslacionales del cuerpo a lo
largo de los ejes xyz, mientras que las últimas tres coordenadas (φ, θ, ψ) y sus respectivas de-
rivadas con respecto al tiempo se usarán para describir la orientación y velocidades angulares
alrededor de los ejes xyz. La siguiente notación perteneciente a la Sociedad de Arquitectos
Navales e Ingenieros Marinos (Society of Naval Architects and Marine Engineers, SNAME),
[20], se utilizará en este trabajo, en la Tabla 2.1 se presenta un resumen.

Dos marcos de referencia se utilizan para desarrollar las ecuaciones de movimiento. El pri-
mero, llamado marco inercial X, Y, Z se encuentra �jo a un punto arbitrario en la tierra, el
segundo, llamado marco referencial Xb, Yb, Zb se encuentra �jo al cuerpo rígido. En la Figura
(2.1) se puede observar con mayor detalle ambos marcos de referencia, uno denotado por
(Xb, Yb, Zb) el cual es el marco �jo al cuerpo rígido y el otro es (X, Y, Z). Los movimientos
principales realizados por el barco también pueden ser apreciados en la imágen, siendo el
desplazamiento y rotación sobre el eje Xb avance y alabeo, de igual manera a los movimien-
tos sobre el eje Yb se denotan como deriva y cabeceo y las interacciones en el eje Zb son la
elevación y guiñada respectivamente. La interacción entre el avance, deriva y guiñada puede
dar lugar a un desplazamiento en dos dimensiones considerando ciertas restricciones en el
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2.1 Sistemas coordenados

Grado de libertad Nombre de
la variable

Fuerza y
momento

Velocidad
lineal y
angular

Posicion y
orientación

1 Avance X u x
2 Deriva Y v y
3 Elevación Z w z
4 Alabeo K p φ
5 Cabeceo M q θ
6 Guiñada N r ψ

Tabla 2.1: Notación SNAME para vehículos acuáticos.

Zb

Xb

Yb

Fijo al 

cuerpo

 v
(deriva)

 w
(elevación)

 u
(avance)

Z

X

Y

Fijo a la 

tierra

 p
(alabeo)

 q
(cabeceo)

 r
(guiñada)

Figura 2.1: Marcos de referencia inercial (�jo a la tierra) y referencial (�jo al cuerpo).

movimiento similares a las de un sistema no-holonómico1.

Con base en la Tabla 2.1 se de�nen los siguientes vectores:

η =
[
η1 η2

]T
, η1 =

[
x y z

]T
, η2 =

[
φ θ ψ

]T

v =
[
v1 v2

]T
, v1 =

[
u v w

]T
, v2 =

[
p q r

]T

τRB =
[
τ 1 τ 2

]T
, τ 1 =

[
X Y Z

]T
, τ 2 =

[
K M N

]T

donde η es el vector de posición y orientación con coordenadas en el marco inercial, v es el
vector de velocidades lineales y angulares con coordenadas en el marco referencial y τRB son
las fuerzas y momentos actuando sobre el cuerpo rígido.

1En robótica se re�ere a aquellos robots que no son capaces de modi�car su dirección instantáneamente
sin necesidad de rotar previamente
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2.2 Cinemática

2.2. Cinemática

La cinemática de un cuerpo rígido trata solo con la representación geométrica de la posición
y la orientación del cuerpo sin considerar fuerzas externas. La primera derivada del vector
de posición η1 está relacionado con el vector de velocidad lineal v1 a través de la siguiente
transformación:

η̇1 = J1(η2)v1. (2.1)

Donde J1(η2) es una matriz de transformación obtenida a través de la multiplicación de
matrices de transformación elementales de los ángulos de Euler. La matriz de transformación
J1 es ortogonal, esto es JT1 (η2)J1(η2) = I por lo que la transformación de velocidad lineal
inversa puede ser escrita como

v1 = J−11 (η2)η̇1 = JT1 (η2)η̇1 (2.2)

La matriz J1(η2) se obtiene al realizar tres rotaciones sucesivas en las cuales el orden no
es arbitrario. Es usual utilizar la convención xyz especi�cada en términos de los ángulos de
Euler para las rotaciones, esto es: primero una rotación de un ángulo ψ en el eje x, seguido
de una rotación de un ángulo θ en el eje y y por último, rotación de un ángulo φ en el eje z.
La secuencia de rotaciones se escribe como:

J1(η2) = Cz,ψCy,θCx,φ

donde

Cz,ψ =



cψ −sψ 0
sψ cψ 0
0 0 1


 Cy,θ =



cθ 0 sθ
0 1 0
−sθ 0 cθ


 Cx,φ =




1 0 0
0 cφ −sφ
0 sφ cφ




y sγ = sen (γ), cγ = cos (γ). Al realizar las operaciones correspondientes se tiene

J1(η2) =



cψcθ −sψcφ + cψsθsφ sψsφ + cψcφcθ
sψcθ cψcφ + sφsθsψ −cψsφ + sθsψcφ
−sθ cθsφ cθcφ


 (2.3)

De igual manera la primera derivada del vector de los ángulos de Euler η2 con respecto al
tiempo, está relacionada con el vector de velocidades del cuerpo rígido v2 a través de la
siguiente transformación:

η̇2 = J2(η2)v2 (2.4)

con

J2(η2) =




1 sφtθ cφtθ
0 cφ −sφ
0 sφ/cθ cφ/cθ


 , tγ = tan (γ) (2.5)

En esta última expresión la matriz J2(η2) no cumple la propiedad de ortogonalidad J−12 (η2) 6=
JT2 (η2) y se debe notar además que J2(η2) es singular para un ángulo θ = ±90◦. Para barcos
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2.3 Cinética

esto no es un problema ya que el espacio de trabajo para el ángulo de cabeceo es mucho
menor, sin embargo esto supondría un problema para vehículos submarinos y para vehículos
aéreos por lo que se necesita una representación equivalente en cuaterniones [21]. La relación
anterior no es una transformación de coordenadas ya que los ángulos de Euler no lo son,
simplemente expresan como el cuerpo rígido se encuentra orientado con respecto al marco
inercial. La relación inversa entre η̇2 y v2 puede ser escrita como:

v2 = J−12 (η2)η̇2

donde

J−12 (η2) =




1 0 −sθ
0 cφ cθsφ
0 −sφ cθcφ


 .

Combinando las ecuaciones (2.1) y (2.4) se obtiene el siguiente modelo cinemático:
[
η̇1

η̇2

]
=

[
J1(η2) 03×3
03×3 J2(η2)

] [
v1
v2

]
⇔ η̇ = J(η2)v (2.6)

Este modelo como se indicó anteriormente expresa la posición y orientación de cualquier
cuerpo rígido con respecto a un marco de referencia inercial. Los valores de entrada son
velocidades lineales y angulares contenidas en el vector v y no considera las fuerzas externas
ni las causas que las originan, esto se aborda en detalle en la siguiente sección.

2.3. Cinética

Es la parte de la física que estudia los sistemas estáticos o en movimiento mediante el em-
pleo de los conceptos de longitud, tiempo y masa. En el modelado de sistemas físicos, el
modelo cinético, permite conocer como interactúa el sistema debido a sus propiedades físicas
y geométricas. Para el caso de vehículos marinos también se incluyen los efectos debidos al
ambiente en donde se desplaza el vehículo. El desarrollo de esta sección se realizó con base
en [4] y [22].

2.3.1. Ecuaciones de movimiento del cuerpo rígido

Sea la segunda Ley de Newton en términos de conservación del momento lineal y angular
respectivamente:

∫

V

d

dt

(
dr

dt

)
ρAdV =

∫

V

ρAgdV +

∫

S

fdS (2.7)

∫

V

d

dt

(
r × dr

dt

)
ρAdV =

∫

V

r × ρAgdV +

∫

S

r × fdS (2.8)

donde r = rO +rG es el vector que une el origen del marco inercial con el centro de gravedad
del cuerpo rígido como se puede ver en la Figura (2.2). Las derivadas del tiempo de r medidas
en X, Y, Z y Xb, Yb, Zb están relacionadas a través de
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2.3 Cinética

Zb

Xb

Yb

rG

r

rO

g

dS
dV

fdS

Z

X

Y

Figura 2.2: Marcos de referencia inercial (�jo a la tierra) y referencial (�jo al cuerpo).

dr

dt
= ṙ + v2 × r. (2.9)

En donde dr
dt

es la derivada del tiempo de r en X, Y, Z , ṙ es la derivada del tiempo de r en
Xb, Yb, Zb y v2 es el vector de velocidad angular. Sustituyendo r en el lado izquierdo de la
ecuación (2.7) se tiene lo siguiente:

∫

V

d

dt

(
dr

dt

)
ρAdV =

∫

V

d

dt

(
drO
dt

+
drG
dt

)
ρAdV =

∫

V

(
dv1
dt

+
d2rG
dt2

)
ρAdV (2.10)

Donde se ha realizado el cambio de variable v1 = dr0

dt
. Debido a que se está tratando con

un cuerpo rígido se tiene que no existe cambio alguno entre los puntos contenidos dentro del
mismo, esto es: ṙG = 0. Con la suposición anterior y utilizando la ecuación (2.9) resultan las
siguientes relaciones:

drG
dt

= ṙG + v2 × rG = v2 × rG
d2ṙG
dt2

= v̇2 × rG + v2 × ṙG = v̇2 × rG + v2 × (v2 × rG)

dv1
dt

= v̇1 + v2 × v1. (2.11)

Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuación (2.10) se obtiene:
∫

V

(v̇1 + v2 × v1 + v̇2 × rG + v2 × (v2 × rG))ρAdV =

∫

V

ρAgdV +

∫

S

fdS

y asumiendo una masa constante
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2.3 Cinética

m =

∫

V

ρAdV, (2.12)

la ecuación anterior se simpli�ca a la siguiente expresión:

m(v̇1 + v2 × v1 + v̇2 × rG + v2 × (v2 × rG)) = τ 1 (2.13)

en donde las fuerzas externas están incluidas en el vector τ 1.

Siguiendo un proceso similar para la ecuación (2.8) y usando las expresiones (2.11) se tiene
∫

V

(
dr

dt
× dr

dt

)
ρAdV +

∫

V

r × d

dt

(
dr

dt

)
ρAdV =

∫

V

r × ρAgdV +

∫

S

r × fdS

Considerando nuevamente el vector r = r0 + rG y que el producto cruz de un vector por si
mismo es cero ( dr

dt
× dr

dt
= 0) la ecuación anterior se convierte en

∫

V

(rO + rG)× r̈ρAdV =

∫

V

(rO + rG)× ρAgdV +

∫

S

(rO + rG)× fdS

De la ecuación anterior se puede eliminar los términos correspondientes al momento lineal
(2.7)

rO ×
∫

V

r̈ρAdV −
∫

V

ρAdV −
∫

S

fdS

︸ ︷︷ ︸
0

= 0

por lo que se obtiene
∫

V

rG × (r̈O + r̈G)ρAdV =

∫

V

rG × ρAdV +

∫

S

rG × fdS (2.14)

y sustituyendo los resultados de la ecuación (2.11) se tiene

∫

V

rG × (v̇1 + v2 × v1 + v̇2 × rG + v2 × (v2 × rG))ρAdV =
∫

V

rG × ρAdV +

∫

S

rG × fdS.
(2.15)

Es posible reescribir el último término del lado izquierdo de la ecuación anterior utilizando
la expansion del triple producto vectorial (a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b)) por lo que resulta
la siguiente expresión

∫

V

rG × (v2 × (v2 × rG))ρAdV =

∫

V

rG × (v2(v2 · rG)− rG(v2 · v2))ρAdV

=

∫

V

rG × v2(v2 · rG)ρAdV −
∫

V

rG × rG︸ ︷︷ ︸
0

(v2 · v2)ρAdV
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2.3 Cinética

Aqui es posible utilizar la de�nición del tensor de inercia calculado con respecto al origen
local del cuerpo rígido, la cual es la siguiente.

∫

V

rG × (v̇2 × rG)ρAdV = Iov̇2
∫

V

rG × v2(v2 · rG)ρAdV = v2 × Iov2

en donde

Io =



Ix −Ixy −Ixz
−Ixy Iy −Iyz
−Ixz −Iyz Iz




y los elementos Ix, Iy e Iz son los momentos de inercia alrededor de los ejes xyz y Ixy, Ixz e
Iyz son los productos de inercia. Todos estos términos se de�nen como:

Ix =

∫

V

(y2 + z2)ρAdV , Ixy =

∫

V

xyρAdV

Iy =

∫

V

(x2 + z2)ρAdV , Ixz =

∫

V

xzρAdV

Iz =

∫

V

(x2 + y2)ρAdV , Iyz =

∫

V

yzρAdV.

Realizando todas las sustituciones correspondientes en la ecuación (2.15) y asumiendo una
masa constante, �nalmente se obtiene la siguiente ecuación:

mrG × v̇1 +mrG × (v2 × v1) + Iov̇2 + v2 × (Iov2) = τ 2 (2.16)

con el vector τ 2 conteniendo a todos los momentos externos. Utilizando la notación SNAME
descrita en la tabla 2.1 se recuerda que τ 1 =

[
X Y Z

]T
es el vector de fuerzas externas,

τ 2 =
[
K M N

]T
son los momentos de las fuerzas externas, v1 =

[
u v r

]T
es la velocidad

del origen del cuerpo rígido, v2 =
[
p q r

]T
es la velocidad angular alrededor del origen del

cuerpo rígido y rG =
[
xG yG zG

]T
son las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo

rígido.

Los cuales siendo sustituidos en las ecuaciones (2.13) y (2.16) y desarrollando los productos
vectoriales indicados dan como resultado las siguientes ecuaciones
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2.3 Cinética

m[u̇− vr + wq − xG(q2 + r2) + yG(pq − ṙ) + zG(pr + q̇)] = X (2.17)

m[v̇ − wp+ ur − yG(r2 + p2) + zG(qr − ṗ) + xG(qp+ ṙ)] = Y (2.18)

m[ẇ − uq + vp− zG(p2 + q2) + xG(rp− q̇) + yG(rq + ṗ)] = Z (2.19)

Ixṗ+ (Iz − Iy)qr − (ṙ + pq)Ixz + (r2 − q2)Iyz + (pr − q̇)Ixy
+m[yG(ẇ − uq + vp)− zG(v̇ − wp− ur)] = K (2.20)

Iy q̇ + (Ix − Iz)rp− (ṗ+ qr)Ixy + (p2 − r2)Ixz + (qp− ṙ)Iyz
+m[zG(u̇− vr + wq)− xG(ẇ − uq − vp)] = M (2.21)

Iz ṙ + (Iy − Ix)pq − (q̇ + rp)Iyz + (q2 − p2)Ixy + (rq − ṗ)Ixz
+m[xG(u̇− wp+ ur)− yG(u̇− vr − wq)] = N (2.22)

Utilizando los vectores v =
[
u v w p q r

]T
como el vector de velocidades generalizado

en el marco referencial y τRB =
[
X Y Z K M N

]T
como el vector generalizado de

fuerzas y momentos externos, las expresiones (2.17) - (2.22) se pueden reescribir de forma
matricial como:

MRBv̇ + CRB(v)v = τRB (2.23)

A partir de la ecuación (2.23) se tiene que la matriz de inercia del cuerpo rígido MRB está
dada por:

MRB =




m 0 0 0 mzG −myG
0 m 0 −mzG 0 mxG
0 0 m myG −mxG 0
0 −mzG myG Ix −Ixy −Ixz

mzG 0 −mxG −Ixy Iy −Iyz
−myG mxG 0 −Ixz −Iyz Iz




(2.24)

Nótese que la matriz MRB es simétrica, esto es: MRB = MT
RB.

La matriz con los términos de coriolis CRB(v) está dada por:

CRB(v) =

[
03×3 CRB12

−CT
RB12

CRB22

]
(2.25)

con

CRB12 =



m(yGq + zGr) −m(xGq − w) −m(xGr + v)
−m(yGq + w) m(zGr + xGp) −m(yGr − u)
−m(zGp− v) −m(zGq + u) m(xGp+ yGq)




y

CRB22 =




0 −Iyzq − Ixzp+ Izr Iyzr + Ixyp− Iyq
Iyzq + Ixzp− Izr 0 −Ixzr − Ixyq + Ixp
−Iyz − Ixyp+ Iyq Ixzr + Ixyq − Ixp 0



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2.3 Cinética

El vector generalizado de fuerzas y momentos τRB, es la suma del vector de fuerzas y mo-
mentos hidrodinámicos τH , el vector de fuerzas y momentos de perturbaciones externas τE
y el vector de fuerzas y momentos de control τ , esto es

τRB = τH + τE + τ (2.26)

Estos vectores serán descritos en las siguientes secciones excepto el vector τE que será descrito
con más detalle en el capítulo 3.

2.3.2. Fuerzas y momentos hidrodinámicos

Son fuerzas y momentos sobre el cuerpo rígido cuando el cuerpo es forzado a oscilar con
frecuencia de las olas de excitación y no hay olas incidentes.

Estas fuerzas y momentos pueden ser identi�cados como la suma de tres componentes:

1. Masa añadida debido a la inercia del liquido alrededor del cuerpo rígido.

2. Amortiguación del potencial inducido por radiación debido a la energía llevada por las
olas generadas en la super�cie.

3. Fuerzas de restauración debido a fuerzas de Arquimedes (peso y �otabilidad).

τH = −MAv̇ − CA(v)v︸ ︷︷ ︸
1

−D(v)v︸ ︷︷ ︸
2

−g(η)︸ ︷︷ ︸
3

(2.27)

La matriz MA está dada por:

MA = −




Xu̇ Xv̇ Xẇ Xṗ Xq̇ Xṙ

Yu̇ Yv̇ Yẇ Yṗ Yq̇ Yṙ
Zu̇ Zv̇ Zẇ Zṗ Zq̇ Zṙ
Ku̇ Kv̇ Kẇ Kṗ Kq̇ Kṙ

Mu̇ Mv̇ Mẇ Mṗ Mq̇ Mṙ

Nu̇ Nv̇ Nẇ Nṗ Nq̇ Nṙ




(2.28)

donde la notación SNAME ha sido utilizada. La notación utilizada indica la interacción entre
cada una de las fuerzas y aceleraciones, por ejemplo (hablando del elemento 2,1): la fuerza de
masa hidrodinámica añadida Y a lo largo del eje y debido a una aceleración u̇ en la dirección
x (ver Fig. 2.3) se escribe como:

Y = −Yu̇u̇, Yu̇ :=
∂Y

∂u̇
La matriz de coriolis y fuerzas centripetas hidrodinámicas está dada por

CA(v) =




0 0 0 0 −a3 a2
0 0 0 a3 0 −a1
0 0 0 −a2 a1 0
0 −a3 a2 0 −b3 b2
a3 0 −a1 b3 0 −b1
−a2 a1 0 −b2 b1 0




(2.29)
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Zb

Xb

Yb

Y

ů

°v

Figura 2.3: Fuerza resultante (Y) a lo largo del eje Yb, aceleración (u̇) a lo largo del eje Xb.

donde

a1 = Xu̇u+Xv̇v +Xẇw +Xṗp+Xq̇q +Xṙr,

a2 = Yu̇u+ Yv̇v + Yẇw + Yṗp+ Yq̇q + Yṙr,

a3 = Zu̇u+ Zv̇v + Zẇw + Zṗp+ Zq̇q + Zṙr,

b1 = Ku̇u+Kv̇v +Kẇw +Kṗp+Kq̇q +Kṙr,

b2 = Mu̇u+Mv̇v +Mẇw +Mṗp+Mq̇q +Mṙr,

b3 = Nu̇u+Nv̇v +Nẇw +Nṗp+Nq̇q +Nṙr.

La matriz de arrastre hidrodinámico o la matriz de amortiguamiento lineal potencial D(v),
puede ser modelada como:

D(v) = −




Xu|u| +Xu Xv|v| +Xv Xw|w| +Xw Xp|p| +Xp Xq|q| +Xq Xr|r| +Xr

Yu|u| + Yu Yv|v| + Yv Yw|w| + Yw Yp|p| + Yp Yq|q| + Yq Yr|r| + Yr
Zu|u| + Zu Zv|v| + Zv Zw|w| + Zw Zp|p| + Zp Zq|q| + Zq Zr|r| + Zr
Ku|u| +Ku Kv|v| +Kv Kw|w| +Kw Kp|p| +Kp Kq|q| +Kq Kr|r| +Kr

Mu|u| +Mu Mv|v| +Mv Mw|w| +Mw Mp|p| +Mp Mq|q| +Mq Mr|r| +Mr

Nu|u| +Nu Nv|v| +Nv Nw|w| +Nw Np|p| +Np Nq|q| +Nq Nr|r| +Nr




(2.30)

donde D(v) > 0. Está matriz está compuesta a su vez por elementos cuadráticos y elementos
lineales que cuyos valores, conforme la velocidad del vehículo se va incrementando, aumentan
y esto provoca que la velocidad del vehículo esté limitada para cada uno de los grados de
libertad.
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2.3 Cinética

Fuerzas y momentos de restauración

Estas fuerzas son aquellas que forzan al vehículo a tomar una posicion de equilibrio sobre la
super�cie del agua, asumiendo que posee �otabilidad positiva (hacia arriba) y que no existen
movimientos oscilatorios en la superi�cie. Sea ∇ el volumen desplazado por el vehículo, g la
aceleración gravitacional (positiva hacia abajo) y ρwa la densidad del agua, el peso sumergido
del vehículo y la fuerza de �otabilidad son, respectivamente:

W = mg

B = ρwag∇ (2.31)

Se denota la fuerza gravitacional f g que actua sobre el vehículo a través de su centro de

gravedad: rG =
[
xG yG zG

]T
y de igual manera que lo hace la fuerza de �otabilidad

f b sobre el centro de �otabilidad: rB =
[
xB yB zB

]T
. Dichas fuerzas (gravitacional y

de �otabilidad) solo tienen componentes sobre el eje z ya que son fuerzas opuestas y de
igual magnitud, aunque las coordenadas en donde residen ambas fuerzas pueden cambiar
y debido a esto, provocar un momento sobre el cuerpo rígido. En la Figura (2.4) se puede
observar de forma más comprensiva los centros de gravedad rG y de �otabilidad rB sobre los
cuales se ejercen las fuerzas gravitacionales y de �otabilidad, fG y fB respectivamente. Estas
fuerzas pueden ser transformadas al sistema de coordenadas del marco referencial aplicando
los resultados de la sección 2.1 a través de la matriz J1(η2);

f g = J−11 (η2)




0
0
W


 , f b = J−11 (η2)




0
0
B


 (2.32)

donde J1(η2) es una matriz de transformación de coordenadas de�nida en la sección 2.1.

Sea g(η2) el vector generalizado en el sistema de coordenadas del marco referencial que
consiste en las fuerzas y momentos, gravitacionales y de �otabilidad, las fuerzas y momentos
de restauración pueden ser escritos como:

g(η2) = −
[

fg − fb
rG × fg − rB × fb

]
(2.33)

g(η2) =




(W −B)sθ
−(W −B)cθsφ
−(W −B)cθcφ

−(yGW − yBB)cθcφ + (zGW − zBB)cθsφ
(zGW − zBB)sθ + (xGW − xBB)cθcφ
−(xGW − xBB)cθsφ − (yGW − yBB)sθ




(2.34)
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rG(xG,yG,zG)

rB(xB,yB,zB)

fG

fB

Yb

Xb

Figura 2.4: Diagrama de fuerzas de restauración y puntos de aplicación.

2.3.3. Fuerzas y momentos de perturbaciones externas

Este vector se describe de manera ampliada en el siguiente capítulo, describe las perturba-
ciones debido a las olas y al viento, mientras que para las corrientes marinas se describe un
modelo dinámico que considera las velocidades de las corrientes.

2.3.4. Fuerzas y momentos de propulsión

Todo sistema posee entradas de control que permiten alterar los estados ya sea para, con
una acción de control especí�co, llevar los estados a un objetivo deseado o bien estabilizar
el sistema en un punto de equilibrio. Para el caso de un vehículo de super�cie estas entradas
de control son las fuerzas y momentos producidos por los propulsores acuáticos. Existe una
gran diversidad de estos, siendo los mas comunes los propulsores de hélices, super�cies de
control y combinaciones de con�guración entre estos.

La distribución de estos actuadores en el vehículo determinará los grados de libertad que
pueden controlarse, por ejemplo, si se coloca uno o varios actuadores para controlar especí-
�camente la deriva hacia los costados del barco se estaría tratando de un vehículo comple-
tamente o sobre actuado respectivamente. No es muy común encontrar vehículos con más
de dos propulsores ya que se produce un consumo energético más elevado para alimentar los
propulsores excedentes, esto tiene un impacto directo en el tiempo de autonomía para nave-
gar del vehículo. Aparte, se requieren técnicas especiales para asignar las señales de control
ya que se tendrían más actuadores para controlar el movimiento en un solo grado de libertad.
Un ejemplo de vehículo sobre actuado puede ser encontrado en [23] en donde se desarrolla un
sistema de navegación, direccionamiento y control para un prototipo capaz de movimiento
omnidireccional.

28
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Para el proposito del trabajo realizado, las fuerzas de control generalizadas están dadas por
[24]:

τ = T (α)f ∈ Rn,f = Ku (2.35)

donde T (α) ∈ Rn×r es la matriz de con�guración de r actuadores considerando un modelo de
n grados de libertad, α ∈ Rp es un vector de p angulos azimutales, K ∈ Rr×r es una matriz
diagonal de coe�cientes de fuerzas y u ∈ Rr son los comandos de actuadores y depende del
tipo de actuador considerado. En el caso especí�co de un actuador tipo azimutal, que puede
ser rotado un ángulo Γ alrededor su propio eje vertical, se tendrán dos componentes de fuerza
en el plano horizontal Fx = Fcos(Γ) y Fy = Fsen(Γ).

Los vectores α y u son entradas de control de�nidas como:

α = [α1, ..., αp]
T ,u = [u1, ..., ur]

T (2.36)

y las matrices K y T (α) están dadas por:

K = diag{k1, ..., kr}, T (α) = [t1, ..., tr] (2.37)

donde para un actuador tipo azimutal tendremos las siguientes componentes:

ti =




cos(αi)
sen(αi)

0
−lzisen(αi)
lzicos(αi)

lxisen(αi)− lyicos(αi)



, i = 1, ..., r (2.38)

siendo lxi , lyi y lzi los brazos de palanca de los actuadores.

Representación extendida de las fuerzas y momentos de propulsión para actua-
dores rotatorios.

Para controlar un barco se desean encontrar los vectores u y α de la ecuación (2.35) esto
supone un problema ya que la matriz T (α) no es cuadrada y aún así lo fuera, los elementos
dentro de ella dependen de los ángulos αi por estas razones la matriz T (α) es no-lineal en
términos de α. Diversas estrategias se han propuesto para resolver este problema por métodos
de optimización no lineales tales como ([25], [26]). Para simpli�car, evadir el problema de op-
timización, se puede utilizar una representación alternativa de T (α) en donde los propulsores
rotatorios son considerados como dos fuerzas, una en cada eje en un plano horizontal (Fig.
2.5), esto es:

Fxi = Ficos(αi)

= Kiuicos(αi) (2.39)
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Figura 2.5: Vehículo marino con dos actuadores tipo azimutales.

Fyi = Fisen(αi)

= Kiuisen(αi) (2.40)

El vector de fuerzas extendidas se de�ne como:

fe := Keue (2.41)

tal que

τ = TeKeue (2.42)

Donde Te, Ke son las matrices de con�guración de propulsores y de coe�cientes respecti-
vamente y el vector ue es el vector de entradas de control extendidas donde los controles
azimutales están de�nidos como:

uix := uicos(αi) (2.43)

uiy := uisen(αi) (2.44)

Para ejemplicar, consideremos un vehículo que se mueve en un plano horizontal que cuenta
con dos actuadores tipo azimutales colocados en la popa separados simétricamente entre sí
(Fig. 2.5). Se considera que los actuadores deben generar las fuerzas X, Y y el momento N
para desplazar el vehículo sobre el plano horizontal. De la Ecuación (2.37), la matriz T (α)
resulta en:

T (α) =




cos(α1) cos(α2)
sen(α1) sen(α2)

lx1sen(α1)− ly1cos(α1) lx2sen(α2)− ly2cos(α2)


 (2.45)

Utilizando la representación de fuerzas extendida de acuerdo a la Ecuación (2.42) la matriz
Te se puede escribir como
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Te =




1 0 1 0
0 1 0 1
−ly1 lx1 −ly2 lx2


 (2.46)

y el vector ue de entradas de control extendidas resulta en

ue =
[
u1x u1y u2x u2y

]T
(2.47)

Es necesario notar que Te de la Ecuación 2.46 es constante, mientras que T (α) depende de
α. El vector ue se puede obtener directamente de 2.42 a través del enfoque de la matriz
pseudo-inversa y con los elementos del vector ue de la Ecuación (2.47) se pueden mapear los
pares (u1x, u1y) y (u2x, u2y) para encontrar las fuerzas y ángulos requeridos para el control
azimutal. Esto se consigue de acuerdo a:

u1 =
√
u21x + u21y, α1 = atan2(u1y, u1x)

u2 =
√
u22x + u22y, α2 = atan2(u2y, u2x)

(2.48)

2.4. Resumen

Finalmente al sustituir las ecuaciones (2.26) y (2.27) en (2.23) y tomando en cuenta las
ecuaciones (2.6) y (2.35), resulta la siguiente expresión del modelo completo en seis grados
de libertad para un vehículo marino:

η̇ = J(η2)v (2.49)

M v̇ = −C(v)v −D(v)v − g(η2) + τ + τE (2.50)

donde

M = MRB +MA

C(v) = CRB(v) + CA(v)

2.5. Reducción del modelo a tres grados de libertad

Es común asumir el desplazamiento de barcos solo en tres grados de libertad (Avance x,
deriva y y guiñada ψ) ya que gran parte de las consideraciones del diseño estructural del
vehículo están realizadas de darle estabilidad transversal y longitudinal. De igual manera es
posible despreciar la dinámica asociada con la elevación del vehículo asumiendo que el nivel
del mar se encuentra siempre a un nivel en promedio constante.

Basado en lo anterior, para considerar solo el desplazamiento en tres grados de libertad se
deben tener en cuenta las siguientes consideraciones:
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Xb

Yb Zb
fB fG

Figura 2.6: Plano de simetría xz

Las dinámicas asociadas con el alabeo, cabeceo y elevación son ignoradas (z = 0, w =
0, φ = 0, p = 0, θ = 0 y q = 0).

El vehículo tiene una distribución de masa homogenea y plano de simetría en xz (babor
a estribor) entonces

Ixy, Iyz = 0. (2.51)

El centro de �otabilidad y de gravedad se encuentran justo sobre el eje z.

Las últimas dos consideraciones se pueden observar en la Figura 2.6.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, del modelo general (2.49, 2.50) es posible
eliminar el vector g(η) ya que este vector depende unicamente de las dinámicas y variables
que son ignoradas. Para vehículos en donde estas variables tienen importante relevancia (por
ejemplo: vehículos submarinos), este vector no puede ser eliminado del modelo matemático
debido a que su espacio de trabajo si involucra el ángulo de cabeceo y alabeo y el desplaza-
miento vertical.

Considerando entonces los nuevos vectores de estado η =
[
x y ψ

]
y v =

[
u v r

]
, el

modelo (2.49, 2.50) es reducida al modelo simpli�cado en tres grados de libertad que tiene
la siguiente forma,
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η̇ = J1(η2)v (2.52)

M1v̇ = −C1(v)v −D1(v)v + τE + τ (2.53)

Donde las matrices J1(η), M1(η), C1(η) y D1(η) tienen la siguiente forma:

J1(η2) =



cψ −sψ 0
sψ cψ 0
0 0 1


 , M1 =



m−Xu̇ 0 0

0 m− Yv̇ mxg − Yṙ
0 mxg − Yṙ Iz −Nṙ


 ,

C1(v) =




0 0 −(m− Yv̇)v
0 0 (m−Xu̇)u

(m− Yv̇)v −(m−Xu̇)u 0


 , D1(v) = −



Xu 0 0
0 Yv Yr
0 Nv Nr




y en los vectores τE y τ se ignoran las dinámicas asociadas a los estados eliminados. La
no-simetría en los barcos sobre el plano yz (proa a popa) implica que los términos fuera de
la diagonal principal de las matrices M1 y D1(v) no son cero, sin embargo son muy pequeños
en magnitud comparados con los términos de la diagonal por lo que pueden ser ignorados.
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Capítulo 3

Perturbaciones ambientales

En este capitulo se aborda el estudio del vector de perturbaciones ambientales. Los modelos
matemáticos para aproximar las perturbaciones debido a las olas y el viento son presentados
y tambien el modelo para las corrientes oceánicas, �nalmente, el modelo dinámico que incluye
todas las perturbaciones también es presentado.

Es común utilizar el principio de superposición para diseñar esquemas de control al considerar
las perturbaciones debido a las olas generadas por el viento y el viento [22], en general es una
buena aproximación ya que en realidad, las perturbaciones presentan altas no-linealidades
y propiedades aditivas y multiplicativas con respecto a las ecuaciones de movimiento del
vehículo. El vector τE se describe como la suma de estas perturbaciones por olas y viento.

El vector τE puede ser representado de la siguiente manera:

τE = τwaE + τwiE (3.1)

y según el modelo (2.52, 2.53), de la sección 2.5 es considerado como un vector de perturba-
ciones que se suma a los momentos y fuerzas de control (Fig. 3.1).

Modelo dinámico+

Perturbaciones 

ambientales

ƮE

η,vEntradas 

de control

Ʈ

Figura 3.1: Diagrama de inclusión de las perturbaciones ambientales.

35



3.1 Fuerzas y momentos inducidos por las olas

3.1. Fuerzas y momentos inducidos por las olas

3.1.1. Modelo de olas

Una ola es una ondulación del agua producida sobre la super�cie del mar debido a la acción
del viento. Generalmente, las olas se mueven sobre la super�cie del mar a muchas veloci-
dades diferentes y su efecto �naliza en las playas o zonas costeras. También su dinámica
depende de muchos parámetros, como la velocidad, la distancia a la costa, la profundidad
del mar, etc. Existen varios trabajos que abordan el modelado y la generación de olas para
diferentes propósitos ([27], [28], [29]) y, en general, para la conversión de energía como [30] y
[31]. Para este documento se usa un modelo de primer orden de onda como una perturbación.

El vector τwaE de las olas inducidas está dado por:

τwaE =




∑N
i=1 ρwagBLTcos(β)si(t)∑N
i=1−ρwagBLTsen(β)si(t)

0
0
0∑N

i=1
1
24
ρwagBL(L2 −B2)sen(2β)s2i (t)



, (3.2)

donde β es el ángulo de encuentro del vehículo (Figura 3.2), ρwa es la densidad del agua, L,B
y T son la longitud, ancho y calado del vehículo respectivamente. Cabe notar que el efecto
del oleaje es apreciable sobre las dinámicas de x, y y ψ.

Ignorando las componentes de alto orden, la pendiente de la ola si(t) para la componente
i-ésima se de�ne como:

si(t) = Ai
2π

λi
sen(ωeit+ φi), (3.3)

donde Ai y λi son la amplitud y la longitud de onda respectivamente, ωei es la frecuencia de
encuentro y φi es una fase aleatoria uniformemente distribuida y constante con tiempo en
[0, 2π) correspondiente a la componente de la ola i.

3.2. Fuerzas y momentos inducidos por el viento

3.2.1. Modelo de viento

El viento juega un papel importante en la dinámica de los vehículos marinos debido a que su
espacio de trabajo es principalmente en zonas abiertas sujetas a los cambios climatológicos
en donde se pueden encontrar rachas de viento que interactúan con el vehículo. Está de�nido
como el movimiento del aire relativo a la super�cie de la tierra y se consideran dos casos
principales para el estudio de las fuerzas y momentos inducidos por el viento. El primero de
ellos es cuando el vehículo se encuentra en reposo (velocidad igual a cero) y el segundo es
cuando el vehículo se encuentra en movimiento, a continuación se describen ambos casos.
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3.2 Fuerzas y momentos inducidos por el viento

Mar de 

frente
β=150°

β=135°

β=30° β=0°

Figura 3.2: De�nición del ángulo de encuentro con las olas.

Para el vehículo en reposo el vector τwiE está dado por

τwiE =
1

2
ρwiV

2
w




CX(γw)AFw
CY (γw)ALw
CZ(γw)AFw

CK(γw)ALwHLw

CM(γw)AFwHFw

CN(γw)ALwL




(3.4)

donde ρwi es la densidad del aire, Vw es la velocidad del viento, AFw y ALw es el
área proyectada frontal y lateral respectivamente, al mismo tiempo HFw y HLw son los
centroides sobre la linea del agua de AFw y ALw respectivamente y γw es el ángulo del
viento relativo al frente del vehículo y está dado por

γw = ψ − βw − π

con βw, la dirección del viento (Fig. 3.3). Todos los coe�cientes del viento CX(γw),
CY (γw), CZ(γw), CK(γw), CM(γw) y CN(γw) son obtenidos por simulación computacio-
nal o experimentos en tunel de viento [32].

Para el vehículo en movimiento la perturbación debida al viento toma como paráme-
tros principales la velocidad de viento relativa (Vrw) y el ángulo relativo con respecto al
desplazamiento del vehículo (γrw) ya que se tiene que distinguir entre la velocidad que
tiene el vehículo propio y la velocidad de las corrientes. Esto se puede explicar de la
siguiente manera: Suponga que el USV está desplazandose con velocidad constante en
dirección positiva sobre el eje X y que se tiene la perturbación del viento con velocidad
constante y dirección contraria al desplazamiento del vehículo, entonces la velocidad u
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3.2 Fuerzas y momentos inducidos por el viento
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βw
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Figura 3.3: De�nición del ángulo del viento relativo γw

del USV se verá reducida por el viento que tiene en contra, en caso contrario (viento
a favor del desplazamiento del vehículo) la velocidad u está siendo aumentada por la
misma acción del viento. Cualquiera de los casos y con direcciones diferentes el viento
relativo tendrá componentes de perturbación sobre el desplazamiento del vehículo.

El vector τwiE para el USV en movimiento está dado por

τwiE =
1

2
ρwiV

2
rw




CX(γrw)AFw
CY (γrw)ALw
CZ(γrw)AFw

CK(γrw)ALwHLw

CM(γrw)AFwHFw

CN(γrw)ALwL




(3.5)

donde

Vrw =
√
u2rw + v2rw,

γrw = −arctan2(vrw, urw)

con

urw = u− Vwcos(βw − ψ)

vrw = v − Vwsen(βw − ψ)
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3.3 Fuerzas y momentos inducidos por las corrientes oceánicas

3.3. Fuerzas y momentos inducidos por las corrientes oceá-

nicas

3.3.1. Modelos de corrientes

Las corrientes marinas son desplazamientos de agua producidos dentro del mar. Pueden ser
originados por variaciones en la temperatura, salinidad y densidad entre los diferentes volúme-
nes de agua, también pueden ser producidos por la fricción del viento en la super�cie del agua.

Las olas y el viento se pueden agregar al modelo dinámico (2.49, 2.50) por superposición, pero
las corrientes marinas no se deben considerar por superposición en el modelo matemático.
En lugar de eso, las fuerzas y los momentos debidos a las corrientes marinas se pueden tener
en cuenta reemplazando el vector de velocidad generalizado v en los términos hidrodinámicos
por el vector de velocidades relativas:

vr = v − vc (3.6)

donde vc ∈ R6 es el vector de velocidades de las corrientes marinas generalizadas de un �uido
irrotacional expresado en el marco referencial. Este vector de velocidades tiene la siguiente
forma

vc = [uc, vc, wc, 0, 0, 0]T (3.7)

con vbc = [uc, vc, wc]
T obtenido a través de

vbc = J1(η2)
TvEc (3.8)

vEc ∈ R3 es el vector de velocidades de las corrientes medido en el marco inercial.

3.3.2. Generador de velocidades y direcciones

En un ambiente marino real las condiciones de las perturbaciones son siempre distintas e
inciertas ya que depende de varios factores como la velocidad del viento, velocidad de las
corrientes, velocidad de las olas, altitud, zona geográ�ca, temporada del año, entre otros
factores creando perturbaciones con efectos aleatorios.

Dependiendo de la zona geográ�ca es posible simular las condiciones ambientales del lugar
realizando mediciones in situ durante un periodo de tiempo prolongado que permita obtener
las condiciones características del lugar. Otra forma es tener los modelos matemáticos que
describen a las perturbaciones y proporcionar parámetros aleatorios que puedan simular di-
ferentes condiciones ambientales.

Para la generación de las velocidades de las corrientes marinas y su dirección, se utilizan
procesos de Gauss-Markov de primer orden. Sea la velocidad actual de las corrientes denotada
por Vc, el ángulo de las corrientes relativo al marco inercial como αc y el ángulo de ataque
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3.4 Modelo perturbado

relativo a la proa como βc. Entonces, las siguientes ecuaciones de�nen los procesos de primer
orden de Gauss-Markov

V̇c + µ1Vc = w1 (3.9)

α̇c + µ2αc = w2 (3.10)

β̇c + µ3βc = w3 (3.11)

donde, wi (i=1,2,3) son procesos de ruido blanco Gaussiano de media igual a cero y µi ≥ 0,
(i=1,2,3) son constantes. Si µ = 0 entonces las ecuaciones anteriores se reducen a lo que
se conoce como pasos aleatorios que corresponde a la simple integración del ruido blanco
Gaussiano. Finalmente, el vector vEc puede ser obtenido a través de la siguiente relación

vEc =



Vccos(αc)cos(βc)

Vcsin(βc)
Vcsin(αc)cos(βc)


 (3.12)

para ser incluida posteriormente en la Ecuación (3.8).

Estos parámetros no solo son utilizados para las corrientes marinas, sino también para la
dirección de las olas por lo que el ángulo de encuentro con las corrientes es el mismo que el
ángulo de encuentro con las olas. La inclusión del generador de velocidades y direcciones en
este trabajo le da una mayor relevancia ya que el vehículo se encuentra sujeto a perturbaciones
que cambian y que no son constantes en el tiempo.

3.4. Modelo perturbado

A partir de la de�nición de las perturbaciones anteriores, es posible reescribir el modelo
matemático del vehículo móvil que incluye las perturbaciones que fueron descritas en este
capítulo. El nuevo modelo en términos del vector de velocidades relativas es:

η̇ = J(η2)vr +

[
vEc
0

]
(3.13)

M v̇r + C(vr)vr +D(vr)vr = τE + τ (3.14)

El vector vEc que representa las velocidades de las corrientes medidas en el marco inercial es
considerado en la Ecuación (3.13) ya que estas perturbaciones también afectan al desplaza-
miento del vehículo a nivel cinemático. La respuesta del modelo ante distintas entradas será
abordada en el siguiente capítulo.
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Capítulo 4

Simulación del modelo matemático en
lazo abierto.

Para cualquier sistema físico al que se desea aplicar una técnica de control resulta esencial
contar con el modelo matemático que describe el comportamiento del mismo y realizar una
simulación para poder experimentar, sin la necesidad de poner en marcha el sistema físico y sin
los riesgos que pueda llevar. En esta sección se presenta la simulación del modelo matemático
desarrollado para el USV �Del�n Explorador I� en el software Simulink de MATLAB R©.

4.1. Simulación del modelo cinemático.

El modelo cinemático (Secc. 2.2) solo contempla el movimiento de un cuerpo rígido (cambios
de posición) sin tomar en cuenta las fuerzas que producen dicho cambio. La Ecuación (2.52)
representa este modelo para el cual las entradas son el vector de velocidad lineal (m/s) y
angular (rad/s), v =

[
u v r

]T
, y la salida del modelo es el derivada del vector de posición

y orientación, η̇ =
[
ẋ ẏ ψ̇

]T
, cuya integral es igual a la posición y orientación del cuerpo

rígido.

Este modelo indica que si una velocidad lineal constante es inducida, por ejemplo en el eje X
del marco inercial asumiendo un ángulo inicial ψ = 0, entonces el cuerpo rígido se desplazará
a dicha velocidad sobre el eje X. Integrando esta dinámica se obtiene la posición, para la cual
se deberá obtener una linea recta con pendiente igual a la velocidad inducida. Este ejemplo
se ilustra en la �gura (4.1), las condiciones iniciales para ilustrar el ejemplo son η = [0, 0, 0]T .

Para el caso en que se induce una velocidad lineal constante en el eje X y una velocidad
angular constante sobre el eje Z entonces se tendrán respuestas en las dinámicas ẋ, ψ̇ y
también sobre ẏ ya que al cambiar el ángulo ψ se tendrá una componente de desplazamiento
sobre el eje Y. Este ejemplo se ilustra en la �gura (4.2).
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4.2 Simulación del modelo cinético
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Figura 4.1: Respuesta del modelo cinemático con entrada constante u igual a 1.5 m/s.
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Figura 4.2: Respuesta del modelo cinemático con entrada constante u igual a 1.5 m/s en u y
0.5 rad/s en r.

4.2. Simulación del modelo cinético

El modelo cinético reproduce los sistemas estáticos o en movimiento considerando las fuerzas
que lo originan a diferencia de un estudio cinemático, este modelo incluye los conceptos de
longitud, tiempo y masa. El modelo cinético se encuentra de�nido por la Ecuación (2.53). Las
entrada de este modelo están dadas por el vector τ que representa las fuerzas de propulsión,
que para el caso especí�co de un USV son producidas por los actuadores acuáticos. La salida
del modelo cinético son las derivadas de los elementos del vector v cuya integración devuelve
las velocidades lineales y angulares del cuerpo rígido.
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4.2 Simulación del modelo cinético

Si a este modelo se le introduce una fuerza en una de las componentes entonces el cuerpo
rígido sufrira un cambio en su velocidad, mas aún si la fuerza es constante en el caso ideal
entonces se producirá una aceleración equivalente considerando las propiedades físicas del
vehículo. La respuesta del modelo cinético ante una fuerza constante es la de un sistema de
primer orden (Fig. 4.3), en donde la señal de salida converge a un valor nominal en un tiempo
�nito, este efecto se produce debido a los componentes cuadráticos de la matriz de arraste
hidrodinámico que es la fuerza que se opone al avance del vehículo, las condiciones iniciales
para esta simulación son v = [0, 0, 0]T . Los efectos de las fuerzas sobre cada uno de los ejes
y momentos tiene una respuesta similar pero no igual a la respuesta del modelo cinemático.
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Figura 4.3: Respuesta del modelo cinético con una fuerza de entrada constante igual a 5 N
en el eje X.

Cabe mecionar que la respuesta de este sistema simulado tiene una relación directa con la
masa del vehículo, sus momentos de inercia que dependen directamente de la masa y de la
determinación de los coe�cientes de las matrices de masa añadida hidrodinámica y de la
matriz de arrastre hidrodinámico, todos estos propios del ambiente en el que se desplaza el
vehiculo esto es, la super�cie marina.

La determinación de los parámetros de las matrices mencionadas anteriormente es una tarea
compleja a realizar en tuneles de viento y albercas adecuadas para este tipo de estudio sobre
todo de los coe�cientes cruzados (e.g. una fuerza en la dirección X debido a una aceleración
angular alrededor del eje Z). Para simpli�car el modelo matemático y la identi�cación de los
parámetros, los términos cruzados que se encuentran fuera de la diagonal principal de las
matrices M1 y D1(v) son ignorados debido a que el vehículo tiene simetría en el plano XY
(simpli�ca a la diagonal principal la matriz de masa añadida), solamente se desplaza en una
dirección de avance (hacia proa) por lo que no existen términos cruzados y su desplazamiento
es a bajas velocidades por lo que se pueden ignorar los términos de alto orden en la matriz
de arrastre hidrodinámico y tomar en cuenta solo los elementos de la diagonal principal.
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4.3 Simulación del modelo completo

Para determinar los parámetros de la matriz de arrastre hidrodinámico se utilizó el software
SolidWorks R© simulando un �ujo laminar y turbulento de 0 a 3 m/s en donde se obtiene
los coe�cientes de la curva cuadrática obtenida. En la matriz de masa añadida se utilizó el
criterio de que la masa añadida corresponde a un porcentaje del 30 al 70% de los parametros
de la matriz de inercia.

4.3. Simulación del modelo completo

El modelo completo del USV está conformado por la unión del modelo cinético y el modelo
cinemático junto con todas sus propiedades, siendo la salida del modelo cinético la entrada
al modelo cinemático esto quiere decir que al inducir una fuerza en cualquiera de los ejes se
tendrá un cambio de posición y velocidad en el mismo, esto se puede observar en las Figuras
4.4 y 4.5, las condiciones iniciales para estos experimentos son η = [0, 0, 0]T y v = [0, 0, 0]T .
La Figura 4.4 es muy similar al resultado mostrado por la simulación del modelo cinético
(Fig. 4.1), sin embargo se puede observar que existe un retraso en la respuesta del sistema en
la Figura 4.4a en comparación a la Figura 4.1a esto se debe a que la simulación del modelo
completo ya considera las fuerzas que se oponen al desplazamiento del vehículo, producidas
por el vehículo y por el líquido, contrario a la primera simulación en donde solo se consi-
deraba el desplazamiento en un espacio ideal. De igual forma en las Figuras 4.1b y 4.4b se
puede observar la posición �nal que alcanza el vehículo, siendo menor en la Figura 4.4b por
las mismas razones antes expuestas.

Para los resultados de la Figura 4.5 se puede realizar una comparación aproximada con los
de la Figura 4.2. En la Figura 4.2a las curvas de la respuesta del sistema tienden a ser más
suaves con oscilaciones muy similares entre ellas, a comparación de la Figura 4.5a en donde
se observan oscilaciones grandes al principio y oscilaciones más pequeñas pero con mayor
frecuencia al �nal de la respuesta, este comportamiento se repite para ambas dinámicas en
los ejes X e Y. En las Figuras 4.2b y 4.5b se ve la trayectoria descrita por ambas respuestas,
siendo en la Figura 4.2b el resultado una trayectoria en forma ovalada que parece repetirse a
diferencia de la Figura 4.5b en donde se pueden observar la trayectoria que forma una espiral
con forma irregular.

4.4. Simulación de los actuadores azimutales

Los actuadores representan los mecanismos físicos a través de los cuales se obtienen las fuer-
zas y momentos en el marco referencial del vehículo, en la sección 2.3.4 se presentó el modelo
matemático de dichos actuadores y se debe tomar en cuenta que las entradas de control para
este modelo son: el ángulo azimutal α y la señal de control u que para este caso es una señal
de PWM (Pulse Width Modulation, Modulación por Ancho de Pulso) la cual está acotada
entre 1100 y 1900 µs con una banda muerta en los 1500 µs. Lo anterior es con el objeto de
tener un umbral a partir del cual se puede cambiar el giro de las hélices y poder inducir un
giro invertido en las propelas de los actuadores. La fuerza generada por los actuadores co-
rrespondiente al valor PWM inducido está entre -40 N y 50 N aproximadamente, esta fuerza
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4.4 Simulación de los actuadores azimutales
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Figura 4.4: Respuesta del modelo completo con una fuerza de entrada constante igual a 5 N
en el eje X.
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Figura 4.5: Respuesta del modelo completo con una fuerza de entrada constante igual a 5 N
en el eje X y momento de 1 N sobre el eje Z.

generada se utiliza como entrada al modelo dinámico del vehículo.

Para veri�car el modelo de los actuadores se proponen 2 experimentos, el primero en donde
se coloca una señal u1,2 = 5N y α1,2 = 0◦ y el segundo con u1,2 = 5N y α1,2 = 15◦. Los
resultados de las trayectorias generadas por el vehículo se muestran en las Figuras 4.6 y 4.7.
Las condiciones iniciales para estos experimentos fueron η = [0, 0, 0]T .

45



4.4 Simulación de los actuadores azimutales
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Figura 4.6: Simulación del modelo completo con actuadores (Experimento 1).
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Figura 4.7: Simulación del modelo completo con actuadores (Experimento 2).

A partir de este punto y en los experimentos posteriores, se consideran para los actuadores las
condiciones dadas en los experimentos de esta sección y un tercer experimento con la ausencia
de fuerzas de propulsión ya que se muestran en las secciones siguientes los resultados de la
inclusión de las perturbaciones ambientales descritas en el capítulo anterior.
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4.5 Simulación de las perturbaciones ambientales (olas inducidas)

4.5. Simulación de las perturbaciones ambientales (olas

inducidas)

A partir de la Ecuación 3.2 se tiene una aproximación para describir el comportamiento de
las olas inducidas debido al ambiente sobre el que se desplaza el vehículo, el ángulo de en-
cuentro es aquel formado entre la popa y la dirección incidente de las olas, en la práctica se
puede asumir que esta dirección es constante y que tiene poca variación. El efecto de estas
perturbaciones sobre el vehículo se puede apreciar en la deriva que tiene el mismo cuando se
encuentra navegando, ya que en un ambiente ideal el comportamiento del vehículo es similar
al de los experimentos en la sección anterior, sin embargo al inducir las fuerzas y momentos
aleatorios ocasionados por las olas se produce dicha deriva. Con el �n de reproducir algunos
de los efectos ambientales sobre el vehículo es que se incluye este modelo en la simulación. Los
parámetros utilizados para simular los efectos de las olas son: i = {1..,10}, Ai =[0,0.2] (m),
λi =[0,100] (m) y ωei = [0, 0,785] rad/s. El ángulo de encuentro β es generado aleatoriamente
por los procesos de Gauss-Markov descritos en la sección 3.3.2.

En la Figura 4.8 pueden ser observados los efectos de las olas sobre la posición del vehículo
cuando se pretende navegar en linea recta y en la Figura 4.9 se reproduce el experimento 2
bajo la presencia de las olas. Por último en la Figura 4.10 se observa el tercer experimento en
donde ninguna fuerza de propulsión se encuentra actuando y el vehículo se desplaza solamente
debido a los efectos de las olas.
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Figura 4.8: Experimento 1 incluyendo olas inducidas (desplazamiento en línea recta).

Como es visto en la Figura 4.8a, la respuesta del sistema di�ere en gran medida de los resul-
tados ideales (Fig. 4.6a), es donde se puede comprender mejor los efectos de las olas sobre
la dinámica del sistema ya que el vehículo comienza a derivar, es decir pierde su rumbo que
llevaba originalmente y esto se debe al efecto de las olas golpeando el barco en distintas direc-
ciones. También en la Figura 4.9a se observan los mismos efectos oscilatorios en la respuesta
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4.6 Simulación de las perturbaciones ambientales (corrientes inducidas)

del sistema, sin embargo, las oscilaciones tienen periodos y amplitudes desiguales aunque
siguen el patrón de disminuir su amplitud e incrementar su frecuencia pero con una deriva
hacia su parte negativa. En la Figura 4.9b se observan las espirales con formas irregulares
que se forman por la trayectoria del vehículo.
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Figura 4.9: Experimento 2 incluyendo olas inducidas (desplazamiento con actuadores a 15 ◦).

Por último, en la Figura 4.10 se logra comprender y observar de manera más clara los efectos
de las olas, en la Figura 4.10b se observa para el eje Y que el efecto tiende a ser siempre hacia
el lado negativo del eje. Para el eje X en un primer intervalo de tiempo el efecto se observa
hacia el lado negativo del eje, mientras que para un segundo intervalo de tiempo, el vehículo
tiende a regresar hacia la posición inicial, es decir tiene un efecto de vaivén.

4.6. Simulación de las perturbaciones ambientales (co-

rrientes inducidas)

Otra perturbación ambiental considerada son las corrientes inducidas cuyos efectos pueden
ser vistos sobre el modelo a través de la Ecuación 3.13 y 3.14. Las velocidades de las co-
rrientes, ángulo de ataque y ángulo de las corrientes son generados autómaticamente por las
Ecuaciones 2.10 - 2.11, procesos de Gauss-Markov, de la sección 3.3.2.

En las Figuras 4.11, 4.12 y 4.13 se muestran los efectos de las corrientes sobre las trayectorias
del vehículo al reproducir los experimentos 1, 2 y 3 respectivamente.

En la Figura 4.11a no son tan notorios los efectos de las corrientes a simple vista, se necesita
observar el desplazamiento que tiene el vehículo sobre el eje X para ver que el vehículo se
ha desplazado a una mayor distancia, mientras que para el eje Y el vehículo tiene apenas un
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Figura 4.10: Experimento 3 incluyendo olas inducidas (desplazamiento sin fuerzas de propul-
sión).
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Figura 4.11: Experimento 1 incluyendo corrientes inducidas (desplazamiento en línea recta).

ligero cambio apreciable. En la siguiente Figura (4.11b) se puede observar la magnitud del
cambio que tiene el vehículo en ambos ejes, navega de forma cercana a una linea recta.
Para la Figura 4.12 se aborda el experimento en donde los actuadores están orientados a 15◦,
en la Figura 4.12b se forma la espiral que se ha formado en los experimentos anteriores, con
la diferencia que tiende a derivar más hacia la parte positiva del eje X mientras que para el
eje Y las magnitudes permanecen muy similares a los de las secciones 2.15 y 4.4.
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Figura 4.12: Experimento 2 incluyendo corrientes inducidas (desplazamiento con actuadores
a 15◦).

Tiempo (s)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

P
os

ic
ió

n 
[m

]

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

Respuesta del vehículo con corrientes

Posición en X
Posición en Y

(a) Posiciones en un plano.

Eje X (m)
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2

E
je

 Y
 (

m
)

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03
Respuesta del vehículo con corrientes

Trayectoria del vehículo

(b) Trayectoria en dos dimensiones.

Figura 4.13: Experimento 3 incluyendo corrientes inducidas (desplazamiento sin fuerzas de
propulsión).

Finalmente en la Figura 4.13 se observa el efecto aislado de las corrientes sobre el vehículo
cuando no existen fuerzas de propulsión, los efectos son siempre más notables sobre el eje X
que sobre el eje Y en donde se observa solo un pequeño desplazamiento hacia el lado negativo
del eje.
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4.7 Simulación de las perturbaciones ambientales (olas y corrientes inducidas)

4.7. Simulación de las perturbaciones ambientales (olas y

corrientes inducidas)

En esta sección se muestran los resultados de las simulaciones de los efectos producidos por
las olas y corrientes marinas cuando ocurren conjuntamente en un ambiente real, cabe des-
tacar que al ser fenómenos naturales tienen un comportamiento que no es predecible, sin
embargo se puede realizar una aproximación como la que se presenta a continuación. En las
Figuras 4.14, 4.15 y 4.16 se muestran los resultados (respuestas del sistema y trayectorias
resultantes) de las tres simulaciones realizadas del vehículo bajo la in�uencia de las olas y
corrientes inducidas.

Los efectos de ambas perturbaciones que afectan al vehículo mientras pretende navegar en
línea recta se muestran en la Figura 4.14 donde se observa que existe una deriva sobre el
eje Y. Los resultados de los efectos combinados sobre este experimento son muy similares al
experimento realizado con las olas (Secc. 4.5), esto se debe a que los efectos debidos a las
corrientes son muy pequeños en comparación a los de las olas.
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Figura 4.14: Experimento 1 incluyendo olas y corrientes inducidas (desplazamiento en línea
recta).

Para el segundo experimento mostrado en la Figura 4.15 se pueden ver las oscilaciones en los
estados (Fig. 4.15a) y en la trayectoria del vehículo (Fig. 4.15b) se observa que ser forman
dos semi óvalos que predominan, estas espirales ya se habían mostrado en los experimentos
anteriores, con la diferencia de que la deriva provocada por una de las dos perturbaciones,
hace que las espirales se formen en coordenadas distintas.

En el tercer experimento realizado en esta sección se muestran los efectos que tienen ambas
perturbaciones cuando se pretende que el vehículo se encuentre en estado de reposo. El
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Figura 4.15: Experimento 2 incluyendo olas y corrientes inducidas (desplazamiento con ac-
tuadores a 15◦).

resultado mostrado en la Figura 4.16b es bastante similar al resultado mostrado en la Figura
4.10b, por lo que se muestra que siempre predominan los efectos debidos a las olas.
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Figura 4.16: Experimento 3 incluyendo olas y corrientes inducidas (desplazamiento sin fuerzas
de propulsión).
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4.8 Simulación de las perturbaciones ambientales (viento)

4.8. Simulación de las perturbaciones ambientales (vien-

to)

Otra de las perturbaciones que se incluyeron en la simulación del modelo dinámico del vehícu-
lo y a las cuales también se encuentra expuesto en un ambiente real son aquellas ocasionadas
por el viento. En el capítulo anterior se realizó una descripción del modelo matemático que
describe el comportamiento del viento. En las Figuras (4.17-4.19) se muestran los resultados
de cada uno de los tres experimentos realizados.

Los resultados de la simulación cuando el vehículo se pretende desplazar en una línea recta
se pueden apreciar en la Figura 4.17. Los efectos del viento sobre el eje X (línea azul) casi no
pueden ser apreciados esto se debe a que el área frontal del vehículo es en medida menor que
el área lateral, por lo que el viento siempre tendrá un efecto mayor sobre los costados que
en el frente. Lo antes mencionado se puede apreciar si se observan los resultados sobre el eje
Y (línea roja), para la Figura 4.17a se observa un ligero cambio sobre su trayectoria a partir
del segundo 10 de la simulación, este comportamiento se observa mejor en la Figura 4.17b en
donde se ve el comportamiento en forma de oscilaciones. Estas oscilaciones se forman debido
a que la dirección del viento no es constante, sino que es tomada a partir del generador de
velocidades y direcciones descrito en la sección 3.3.2.
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Figura 4.17: Experimento 1 incluyendo perturbación por viento (desplazamiento en línea
recta).

En la Figura 4.18 se tienen los resultados obtenidos al rotar los actuadores del vehículo 15 ◦.
Se puede observar que para el eje X, el vehículo tiene un cambio en su posición que lo lleva
alrededor de los 6-7 m y por el efecto del viento y la fuerza ejercida por los actuadores, se
mantiene oscilado en ese rango, es decir, no avanza más. Para el eje Y se observa también
que la respuesta tiene un sobreimpulso alrededor del segundo seis de la simulación y a partir
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de ese tiempo, su respuesta empieza a decrecer con oscilaciones constantes. Estos comporta-
mientos se pueden apreciar de mejor forma sobre la Figura 4.18b.
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Figura 4.18: Experimento 2 incluyendo perturbación por viento (desplazamiento con actua-
dores a 15◦).

Finalmente para la inclusión de los efectos del viento, la Figura 4.19 muestra los resultados
de la respuesta del sistema cuando no existen fuerzas que actuén sobre el vehículo. Las �guras
muestran que existe un desplazamiento sobre el eje X (no mayor al observado en el expe-
rimento 1) con ligeros cambios en su pendiente. Para el eje Y de nueva cuenta se observan
ligeras oscilaciones a partir del segundo 12 de la simulación, estas oscilaciones son pequeñas
y en la Figura 4.19b se pueden apreciar de mejor forma. la trayectoria descrita por ambas
respuestas X y Y se observa en la misma �gura.

4.9. Efectos combinados de olas, corrientes y viento

Como última sección de este capítulo se presentan los efectos de las tres perturbaciones prin-
cipales (olas, corrientes y viento), se presume que el comportamiento será una combinación
de todos los resultados presentados anteriormente.

Para la Figura 4.20 se observa el resultado obtenido al inducir una fuerza constante positiva
sobre el eje X, los resultados muestran que para el eje X existe un crecimiento en su ampli-
tud, cuyo comportamiento no es completamente lineal, ya que se presentan cambios en su
pendiente. Para el eje Y existe un decrecimiento monótono que se dá a partir del segundo 10
de la simulación, este comportamiento fué más notorio cuando se presentaron los resultados
de los efectos debido a las olas y corrientes inducidas juntas. El máximo desplazamiento lo-
grado para el eje X es de menos de 16 metros, mientras que para el eje Y es de casi 3.5 metros.
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Figura 4.19: Experimento 3 incluyendo perturbación por viento (desplazamiento sin fuerzas
de propulsión).
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Figura 4.20: Experimento 1 incluyendo efectos de olas, corrientes y viento (desplazamiento
en línea recta).

Continuando con los resultados, en la Figura 4.21 se muestran las oscilaciones producidas
al con�gurar los actuadores a 15◦, en 4.21a se ven las respuestas de forma individual y se
puede observar oscilaciones descritas por cada una de ellas, estas oscilaciones se clari�can en
la trayectoria mostrada en la Figura 4.21b en donde se forman espirales de formas irregulares
conforme el tiempo de simulación avanza.
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Figura 4.21: Experimento 2 incluyendo efectos de olas, corrientes y viento (desplazamiento
con actuadores a 15◦).

Por último, los resultados de realizar el experimento 3 considerando los efectos de la tres
perturbaciones en el modelo dinámico se muestran en la Figura 4.22, aquí es notorio el
efecto de �vaivén� producido por los efectos de la perturbaciones, ya que como se mencionó
anteriormente, los parámetros de direcciones y velocidades son tomados directamente del
generador.
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Figura 4.22: Experimento 3 incluyendo efectos de olas, corrientes y viento (desplazamiento
sin fuerzas de propulsión).
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Capítulo 5

Diseño del controlador robusto.

En este capítulo se aborda el diseño de la ley de control que gobernará el sistema propuesto
en los capítulos anteriores, este controlador deberá ser robusto ante las perturbaciones pro-
puestas para el correcto desempeño del vehículo.

Un sistema móvil autónomo (Un USV para este caso) necesita a su vez otro sistema que le
dicte hacia donde debe dirigirse, con que velocidad y dirección para poder así cumplir con
su objetivo propuesto de navegación autónoma. Estos sistemas se conocen como sistemas de
Orientación, Navegación y Control, en inglés GNC (Guidance, Navigation and Control), que
contiene los tres subsistemas mencionados para un buen desempeño del vehículo.

Cada uno de estos subsistemas tiene tareas especí�cas y diferentes, que se especi�can como
[33]:

Orientación: Es la acción o el sistema que continuamente proporciona las variables
deseadas (posición, dirección, velocidad y aceleración) del vehículo para ser utilizadas
como referencias por el sistema de control.

Navegación: Es la ciencia de determinar la posición, orientación y distancia al objetivo
de un vehículo móvil en todo momento, en algunas ocasiones también se determina la
velocidad y aceleración del mismo. Esto se logra combinando la información de dife-
rentes sensores tales como sistemas de posicionamiento global y unidades de medición
inercial que a su vez contienen giroscópios, acelerómetros y brújulas. No siempre es
su�ciente con solo tener la información de estos sensores, ya que en un ambiente real,
están siempre sujetos a incertidumbres en la medición por lo que es necesario contar con
algoritmos computacionales que permitan procesar y �ltrar la información disponible
para tener una medición más certera. Diversos trabajos como [34] y [35] han propuesto
diferentes métodos como observadores y �ltros para determinar la posición y orienta-
ción de un vehículo marino. La navegación ha sido desde tiempos muy lejanos un factor
crucial para quienes navegaban, al tener que encontrar las rutas más cortas, seguras y
económicas para la operación de los vehículos que se utilizaban.

Control: Es el subsistema que está encargado de determinar las fuerzas y momentos
necesarios que el vehículo necesita desarrollar para lograr un objetivo de control. Este
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subsistema siempre trabaja en conjunto con los subsistemas de orientación y navegación
para que estos dos últimos formulen dicho objetivo de control. Entre los objetivos
de control se encuentran: optimización de la energía, regulación de punto de ajuste,
seguimiento de trayectoria, seguimiento de ruta y control de maniobras.

En [23] y [36] se presentan dos trabajos que desarrollan sistemas GNC para vehículos marinos,
el primero para un USV totalmente actuado y el segundo para el seguimiento de ruta de un
barco. El tercero de los tres subsistemas que conforman al sistema GNC (Control) es el objeto
de estudio en este capítulo. En este subsistema se pueden integrar diferentes algoritmos
de control basados en el modelo, basados en la retroalimentación de estados o bien una
combinación de varios tipos de controladores. En la Figura 5.1 se puede observar el �ujo de
las señales para un sistema GNC.

Generador 
de 

trayectorias
Controlador

Asignación 
de señales 
de control

Dinámica 
del vehículo

Sistemas de 
medición

Observador/
Filtro

Perturbaciones 
ambientales

Sistema de 
orientación

Sistema de 
control Sistema de 

navegación

Posiciones y 
velocidades 
estimadas

Figura 5.1: Flujo de señales del sistema GNC.

Dentro de los objetivos de control más comunes se encuentran:

1. Regulación del punto de ajuste (Setpoint regulation): Consiste en el objetivo de control
más común y básico, en el que la señal deseada es propuesta por un operador humano y
es de tipo constante invariante en el tiempo. Ejemplos de esta tarea de control son: con-
trol de velocidad, profundidad, orientación y posicionamiento dinámico de un vehículo
marino.

2. Seguimiento de trayectorias (Trajectory tracking): Este objetivo de control se da cuando
se tiene una referencia que está parametrizada en función del tiempo, i.e. una trayectoria
en la que la velocidad no siempre es la misma a lo largo del trayecto, por lo que
el vehículo marino debe seguir referencias de posición y velocidad que dependen del
tiempo. Algunos ejemplos son: control de maniobras, de cambio de curso, cambio de
velocidad, entre otros.

3. Seguimiento de ruta (Path following): Esto consiste en seguir una ruta prede�nida y
que es independiente del tiempo, es decir el tiempo en que se realiza esta tarea es
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5.1 Ley de control basada en control clásico (Proporcional - Derivativo)

irrelevante. Este tipo de objetivo de control es común para el tránsito de barcos en
viajes largos o vehículos utilizados para exploración de volúmenes de agua.

Para este trabajo se consideran controladores para las tareas 1. y 3.

5.1. Ley de control basada en control clásico (Proporcio-

nal - Derivativo)

Sea el sistema perturbado descrito por las Ecuaciones 3.13 y 3.14:

η̇ = J(η2)vr +

[
vEc
0

]
(5.1)

M v̇r + C(vr)vr +D(vr)vr = τE + τ (5.2)

con la matriz de masas de�nida positiva y constante en el tiempo (M = MT > 0, Ṁ = 0),
la matriz de coriolis y fuerzas centripetas C(vr) = −CTvr es anti-simétrica y la matriz de
amortiguamiento D(vr) > 0 es estrictamente positiva.

Para posterior comparación con el controlador no lineal por modos deslizantes se propone
una ley de control basada en un controlador no lineal Proporcional Derivativo (PD) similar
al propuesto en [37].

De�nimos e como el error de posición medido en el marco inercial. Sea ηd = [xd, yd, ψd]
T el

vector de posición y orientación deseada del vehículo en el marco inercial, entonces el vector
de error está dado por:

e = η − ηd (5.3)

Utilizando la matriz de transformación J(η2) descrita en la sección 2.5 este error puede ser
llevado al marco referencial del vehículo, lo que conlleva a la siguiente ley de control PD no
lineal

τ = KpJ(η2)
Te+Kd[ ˙J(η2)

Te+ J(η)T ė] (5.4)

Siendo Kp y Kd matrices diagonales positivas que representan las ganancias proporcional y
derivativa respectivamente del controlador. Estas ganancias son sintonizadas manualmente
en la simulación para obtener el menor error en estado estable posible.

5.2. Ley de control basada en control robusto (Control

por Modos Deslizantes)

Es deseable que el sistema perturbado 3.13, 3.14 sea robusto ante las perturbaciones que
fueron descritas en el capítulo 3, también es deseable que el controlador usado sea robusto
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5.2 Ley de control basada en control robusto (Control por Modos Deslizantes)

ante los errores de modelado e incertidumbres en los parámetros del modelo. Ejemplos de
este tipo de controladores son [11] en donde utilizan un controlador adaptable no lineal para
maniobraje con experimentos en laboratorios y [38] quienes utilizan la misma técnica pero
para seguimiento de ruta. En esta sección una ley de control basada en Control por Modos
Deslizantes (SMC, Sliding Mode Control) ([39], [40]) es diseñada para cumplir con los obje-
tivos de control. El procedimiento de diseño es tomado de [41].

El Control por Modos Deslizantes es una técnica de control no lineal que tiene como prin-
cipales propiedades la exactitud, robustez y es de facil implementación y sintonización. Los
sistemas SMC son diseñados para llevar los estados del sistema hacia una super�cie parti-
cular en el espacio de estados llamada super�cie de deslizamiento. Una vez que la super�cie
de deslizamiento ha sido alcanzada, el controlador hace que los estados permanezcan en un
vecino cercano de la super�cie de deslizamiento. Está dividido entonces en dos partes, la
primera involucra el diseño de una super�cie de deslizamiento tal que el movimiento desli-
zante satisfaga las especi�caciones de diseño. La segunda parte se enfoca en seleccionar la ley
de control que hará que la super�cie de conmutación sea atractiva para los estados del sistema.

Existen dos ventajas principales del SMC , en primer lugar, el comportamiento dinámico
del sistema se puede adaptar a la elección particular de una función de deslizamiento y en
segundo lugar, la respuesta en lazo cerrado se vuelve totalmente insensible a incertidumbres
particulares. Este principio se extiende a incertidumbres en los parámetros del modelo, per-
turbaciones y la no-linealidades acotadas.

Desde un punto de vista práctico el SMC permite controlar procesos no lineales sujetos a
perturbaciones externas e incertidumbres en el modelo, por lo que es una buena elección para
el presente trabajo.

5.2.1. De�niciones en control por modos deslizantes

De�nición 5.1 La estructura en un controlador de estructura variable [39] está gobernada
por el signo de una función vectorial s(x) que se de�ne como la función de conmutación. Una
función de conmutación se asume ser m dimensional y lineal.

s(x) = Cx (5.5)

donde
s(x) = [s1(x), s2(x), ..., sm(x)]T (5.6)

y
C = [cT1 , c

T
2 , ..., c

T
m]T (5.7)

así
si(x) = cTi x (5.8)

Cada escalar de la función de conmutación si(x) describe una super�cie lineal si(x) = 0, la
cual está de�nida como super�cie de deslizamiento.
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5.2 Ley de control basada en control robusto (Control por Modos Deslizantes)

De�nición 5.2 Sea x0 el estado inicial del sistema al tiempo inicial t0, x(t) el estado del
sistema al tiempo t y S una super�cie de conmutación que incluye al origen x = 0.

Si para cualquier x0 en S, se tiene un x(t) en S para todo t > t0, entonces x(t) es un
movimiento deslizante o modo deslizante del sistema.

De�nición 5.3 Si todos los puntos en S son puntos �nales, o sea, para cualquier punto en
S existen trayectorias que lo alcanzan desde ambos lados de S, entonces la super�cie de
conmutación S se llama super�cie de deslizamiento.

De�nición 5.4 La condición bajo la cual un estado se moverá hacia una super�cie de desli-
zamiento y la alcanza se llama condición de alcance.

El diseño de un controlador por modos deslizantes involucra dos pasos fundamentales, el
primero es la selección de una super�cie de deslizamiento estable en el espacio de estados/error
sobre el cual el movimiento deberá ser restringido. Segundo paso fundamental es la sintesis
de una ley de control la cual hace que la super�cie de deslizamiento elegida sea atractiva para
los estados del sistema.

5.2.2. Diseño de la super�cie de deslizamiento

Considerese un sistema de orden n representado por

ẋi = xi+1, i = 1, 2, ..., n− 1 (5.9)

ẋn = −anxn + ...+ a1x1 +Bu (5.10)

La super�cie de deslizamiento se propone como en la de�nición 5.1

s(t) = Csx(t)

El vector Cs consiste de coe�cientes que describen la super�cie de deslizamiento en términos
del vector de estado x(t). Los valores de s especi�can la distancia de un punto a la super�cie de
deslizamiento, s = 0 implica que el punto se encuentra sobre la super�cie de deslizamiento.
La super�cie deslizante de�nida de esta manera se le llama hiperplano. La super�cie no
necesariamente tiene que ser un plano (o línea en el caso de un sistema de segundo orden)
siempre, la super�cie puede tener cualquier forma. En ese caso, el vector Cs es el gradiente
de la super�cie deslizante. Si la super�cie deslizante es un plano, entonces el gradiente de la
matriz es la matriz misma.

Propiedades de la función de deslizamiento

El orden de la función de deslizamiento es menor que el orden de la planta (ver [39]).

La función de deslizamiento no depende de la ley de control ni de la dinámica de la
planta y está determinado por los parámetros de la función de deslizamiento solamente.
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5.2 Ley de control basada en control robusto (Control por Modos Deslizantes)

De�nimos la super�cie de deslizamiento como

s = cs1x1 + cs2x2 + ...+ csn−1xn−1 + xn = 0 (5.11)

xn = −cs1x1− cs2x2− ...− csn−1xn−1 (5.12)

ẋn = −cs1x2− cs2x3− ...− csn−2xn−1 +
n−1∑

i=1

csn−1csixi (5.13)

Por lo tanto, la dinámica de la función de deslizamiento depende solamente de los
parámetros de la super�cie Cs.

La estabilidad del sistema está con�nada a la super�cie de deslizamiento.

Considere el siguiente sistema en forma regular

ẋ1 = A11x1 + A12x2 (5.14)

ẋ1 = A21x1 + A22x2 +Bu (5.15)

y la super�cie de deslizamiento propuesta como

s =
[
k 1

] [x1
x2

]
(5.16)

Entonces la dinámica del sistema con�nada a la super�cie deslizante s = kx1 + x2 está
dada por

ẋ1 = A11x1 + A12x2 = (A11 − A12k)x1 (5.17)

Si k está elegida tal que A11 − A12k tenga eigenvalores en el lado izquierdo del plano
solamente, entonces la dinámica de x1 es estable. Dado que kx1 + x2 = 0, la dinámica
de x2 también es estable. Entonces si la super�cie deslizante está diseñada como s =
Csx = kx1 + x2, entonces la dinámica del sistema con�nada a s = 0 es estable.

El modo deslizante debe iniciar en un tiempo �nito.

En la fase de deslizamiento, el punto al que nos referimos se supone que se mueve a lo
largo de la super�cie escogida. Esto al mismo tiempo indica que la super�cie deslizante
debe ser tal que tenga en ambos lados trayectorias de estado correspondientes a las
dos estructuras que entran en ella. Como se describió al inicio de esta sección, s indica
la distancia del punto con respecto a la super�cie, por lo cual, valores positivos de s
indican que el punto se encuentra por encima de la super�cie y valores negativos de s
que el punto está por debajo de la super�cie. ṡ es la razón de cambio de la distancia
del punto a la super�cie de deslizamiento.
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5.2 Ley de control basada en control robusto (Control por Modos Deslizantes)

Para que el movimiento deslizante exista en la super�cie se debe cumplir la siguiente
condición

sṡ < 0 (5.18)

Esta es la llamada condición de alcance mencionada en la de�nición 5.4, sin embargo
esta condición no es su�ciente para el deslizamiento. Consideremos el siguiente ejemplo:

ṡ = −s, (5.19)

sṡ = −s2,∀s 6= 0. (5.20)

Para el cual, la solución para s(t) está dado por

s(t) = e−ts(0) (5.21)

Esta solución implica que s(t) = 0 conforme t → ∞ por lo que lleva un tiempo �nito
en alcanzar la super�cie conforme se acerca.

Existen diferentes enfoques para asegurar que los estados convergan a la super�cie de des-
lizamiento en un tiempo �nito. A continuación se presenta el enfoque de Lyapunov para la
condición de alcance.
Se escoge una función de Lyapunov candidata

V (x, t) = sT s (5.22)

Una condición global de alcance es

V̇ (x, t) < 0 (5.23)

cuando s 6= 0. Un tiempo de alcance �nito se garantiza cuando 5.23 se modi�ca a

V̇ (x, t) < −ε (5.24)

cuando s 6= 0 y ε > 0

Para el caso especí�co del sistema visto en los capítulos anteriores, se desea que el error
entre los estados y estados deseados sea cero o cercano a cero y como los estados del sistema
siempre convergen a la super�cie deslizante entonces se propone una super�cie deslizante en
función del error como una ecuación diferencial de primer orden:

σ(e) = ė+ ce (5.25)

en donde c > 0 es el único parámetro de la super�cie de deslizamiento, el error y su dinámica
están de�nidos como

e = ηd − η
ė = η̇d − η̇ (5.26)
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5.2 Ley de control basada en control robusto (Control por Modos Deslizantes)

con el vector ηd = [xd, yd, ψd]
T cuyos elementos son los estados deseados del sistema y el

vector η = [x, y, ψ]T que representa a los estados actuales del sistema. La idea principal del
SMC es llevar la super�cie de control σ(e) a cero y una vez alcanzada, hacer que los estados
permanezcan en un vecino cercano a cero.

5.2.3. Diseño de la ley de control

Partimos del sistema (5.1, 5.2) y reescribimos la ecuación 5.2 como

v̇r = M−1(f(vr) + τE) +M−1τ (5.27)

en donde los elementos correspondientes a las matrices de coriolis y fuerzas centripetas y de
amortiguamiento han sido agrupados en la función f(vr) = C(vr)vr+D(vr)vr, las dinámicas
del error están descritas como

ė = η̇d − J(η2)vr + vEc (5.28)

ë = η̈d − ( ˙J(η2)vr + J(η2)v̇r − v̇Ec︸︷︷︸
0

) (5.29)

Ya que se trata con un vector de corrientes irrotacionales, la derivada del vector v̇Ec = 0

Analisis de estabilidad

Sea V una función de Lyapunov candidata escogida como

V =
1

2
σ2 (5.30)

Con el objetivo de proveer estabilidad asintótica para el sistema (5.1,5.2) alrededor del punto
de equilibrio σ = 0 las siguientes condiciones deben cumplirse:

1. V̇ < 0 para σ 6= 0

2. ĺım
|σ|→∞

=∞

La condición 2. se cumple en la ecuación 5.30. Con el objetivo de alcanzar la convergencia
en tiempo �nito (estabilidad global en tiempo �nito) la condición 1. se puede modi�car a

V̇ ≤ −
√

2L
√
V , L > 0 (5.31)

Separando variables e integrando la desigualdad 5.38 sobre el intervalo de tiempo 0 ≤ τ ≤ t

∫
dV

dt
≤ −
√

2L

∫ √
V →

∫
dV√
V
≤ −
√

2L

∫
dt (5.32)

2
√
V ≤ −

√
2Lt|t0 (5.33)

2(
√
V (t)−

√
V (0)) ≤ −

√
2Lt (5.34)
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5.2 Ley de control basada en control robusto (Control por Modos Deslizantes)

y se obtiene

√
V (t) ≤ −

√
2

2
Lt+

√
V (0). (5.35)

En consecuencia V (t) llega a cero en un tiempo �nito tr que está acotado por

tr ≤
√

2V (0)

L
(5.36)

La derivada de 5.30 se escribe como

V̇ = σσ̇ (5.37)

= σ[M−1(f(vr) + τE) +M−1τ ] (5.38)

Asumiendo

τ = M [u−M−1(f(vr)] (5.39)

Entonces la Ecuación 5.38 puede ser reescrita a

V̇ = σ(M−1τE + u) (5.40)

= σM−1τE + σu (5.41)

≤ |σ|α + σu (5.42)

donde α = M−1τE es la dinámica no deseada del sistema.
Seleccionando

u = −Ksign(σ), K > 0 (5.43)

con

sign(σ) =




−1 if σ > 0
1 if σ < 0
∈ [−1, 1] if σ = 0

y sustituyendo u en 5.42 se obtiene

V̇ ≤ |σ|α− |σ|K = |σ|(α−K). (5.44)

Tomando en cuenta 5.30, la Ecuación 5.38 puede ser modi�cada a

V̇ ≤ −
√

2L

√
1

2
σ2 = −L|σ|. (5.45)

Igualando 5.44 y 5.45

0 ≤ |σ|(α−K) = −L|σ| (5.46)
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5.3 Algoritmo de asignación de señales de control

se puede determinar la ganancia K del controlador que asegura la estabilidad asintótica que
resulta en

K = α + L (5.47)

Finalmente la ley de control robusto por modos deslizantes es

τ = M(−Ksign(σ) +M−1f(vr)) (5.48)

5.3. Algoritmo de asignación de señales de control

Como es sabido, de la sección 2.3.4 se tiene la representación extendida de las fuerzas y
momentos de propulsión, sin embargo, como se mostró en el ejemplo de esa misma sección
la matriz Te no es cuadrada, por lo que obtener una solución para ue a partir de la Ecuación
2.42 no es posible por metodos convencionales. Por tal motivo es necesario utilizar el enfoque
de la matriz pseudo-inversa para matrices no cuadradas, a este enfoque se le conoce también
como la matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose [42].

Sea T ∈ Rm×n, entonces existe una única matriz T † ∈ Rn×m que satisface las siguientes
cuatro condiciones:

1. TT †T = T

2. T †TT † = T †

3. T †T = (T †T )T

4. TT † = (TT †)T

Estas condiciones se denominan condiciones de Penrose. La pseudoinversa de Te está de�nida
entonces por

T †e = T Te (TeT
T
e )−1 (5.49)

y a través de este enfoque se puede obtener una solución para ue de la forma

ue = K−1T †e τ (5.50)

y las señales de entrada u1,2 y ángulos α1,2 se obtienen a través de:

u1 =
√
u21x + u21y, α1 = atan2(u1y, u1x)

u2 =
√
u22x + u22y, α2 = atan2(u2y, u2x)

(5.51)
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Capítulo 6

Resultados del controlador

Se considera la implementación de las leyes de control 5.4 y 5.48 del capítulo anterior sobre
la dinámica del USV descrito en los capítulos anteriores. Para evaluar el desempeño de los
controladores, se propone someter cada uno a tres pruebas:

1) Mantener su posición en el origen. Los estados deseados del sistema son ηd = [0, 0, 0]T .

2) Desplazamiento a una posición constante. En esta tarea los estados deseados del sistema
son: ηd = [5, 5, π/4]T , el vehículo deberá desplazarse a esa posición y permanecer ahí.

3) Seguimiento de una trayectoria. El vehículo deberá desplazarse siguiendo una ruta tipo
senoidal con amplitud de 10 metros, los estados deseados del sistema son:
ηd = [t, 10sen(0,2t), arctan(ẏd/ẋd)]

T

Cada controlador (PD, SMC) es sometido a las tres mismas pruebas. Para cada simulación
los estados iniciales son η(0) = [0, 0, 0]T y el tiempo de simulación es de 50 segundos, los
valores numéricos para los parámetros del modelo dinámico se presentan en la Tabla 6.1.

Un esquema de como las perturbaciones son incluidas en la simulación se presenta en la
Figura 6.1 para facilitar la comprensión del lector.

Estados 
deseados

Controlador
Modelo 

dinámico 𝑓(𝑣𝑟)
Simulación del 

comportamiento

Olas y 
viento

Generador de 
velocidades de 

corrientes y direcciones

+

𝑣𝑐
𝐸

𝜏𝐸

η𝑑 𝜏 𝜂, 𝑣

-

Figura 6.1: Diagrama de la interacción de las perturbaciones ambientales y el modelo.
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6.1 Resultados del controlador PD

Parámetro Valor Parámetro Valor
m 10.09 [Kg] Xu|u| 14.1041

xG, yG, zG 0 [m] Xu -0.5262
Ix 1.47 [Kg·m2] Yv|v| 0.03725
Iy 1.91 [Kg·m2] Yv 0.1690
Iz 2.81 [Kg·m2] Zw|w| 3.6611

Ixy, Iyz 0 [Kg·m2] Zw 0.0408
Ixz 0.1 [Kg·m2] Kp|p| 0.0037

Xu̇, Yv̇, Zẇ 3.027 Kp 0.0069
Kṗ 0.441 Mq|q| 4.4726
Mq̇ 0.573 Mq -0.0544
Nṙ 0.843 Nr|r| 0.1663
g 9.81 [m/s2] Nr 0.0913

ρwi 1.2 [Kg/m3] xB, yB 0 [m]
∇ ? zB -0.15 [m]
ρwa 1000 [Kg/m3]

Tabla 6.1: Lista de los valores numéricos de los parámetros del modelo dinámico. Los términos
no enlistados aquí se asume que son cero.

6.1. Resultados del controlador PD

Esta primera tarea se le conoce como posicionamiento dinámico, consiste en que el vehículo
debe conservar su posición durante un tiempo �nito contrarrestando los efectos de las per-
turbaciones que existan en el ambiente. Comunmente, el posicionamiento dinámicos se lleva
a cabo en buques de carga y descarga de materiales, ya que algunos pueden ser materiales
tóxicos y su derrame en el agua puede tener severas afectaciones al ecosistema y perdidas
económicas. También las plataformas ocupan esta técnica para mantener su posición cuando
se encuentran explorando o extrayendo crudo en el mar.

En la Figura 6.2 se observan los resultados que tiene la ley de control PD, en la sub�gura 6.2a
se muestran los estados de forma individual, estos estados presentan oscilaciones de hasta 0.1
metro en sus picos más altos enfatizados mayormente para el eje X, mientras que para el eje
Y las oscilaciones tienen una amplitud de hasta 0.05 metros, el ángulo de cabeceo de igual
forma presenta oscilaciones pequeñas en comparación a los otros dos estados. En la Figura
6.2b se muestra la trayectoria que describen los estados del sistema.

Por otra parte en la Figura 6.3a se muestra la evolución de los errores durante la simulación,
para la linea en color azul, que representa el error en el estado x se puede observar que se
presentan oscilaciones de mayor amplitud esto es el efecto de las olas y el viento que son
comportamientos periódicos.

En las Figuras 6.3b y 6.4 se muestran las señales de control, fuerzas para los ejes X e Y
y momento para el eje Z, que controlan la posición del vehículo. Se puede observar de las
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6.1 Resultados del controlador PD

Tiempo (s)
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(a) Posiciones en un plano.
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Figura 6.2: Resultados del controlador PD para la prueba 1) (estados del sistema).

�guras que no presentan amplitudes mayores a 1 N en ninguno de los tres estados, salvo en
el eje X que es donde se tienen las amplitudes más grandes debido también a que los efectos
de las perturbaciones se ven mas pronunciados sobre este eje.

Tiempo (s)
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

E
rr

or

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

Error de posición en X (m)
Error de posición en Y (m)
Error de posición en psi (rad)

(a) Errores de posición.

Tiempo (s)
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

F
ue

rz
a 

(N
)

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

Fuerza de control en X

(b) Fuerza de control para el eje X.

Figura 6.3: Resultados del controlador PD para la prueba 1) (errores y señal de control en
X).

Los resultados de la prueba 2) para el controlador PD se observan en las Figuras 6.5-6.7. Esta
prueba es muy similar a la anterior con la diferencia de que el vehículo tiene que desplazarse
a una posición especí�ca.
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Figura 6.4: Resultados del controlador PD para la prueba 1) (señales de control en Y y Z).
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Figura 6.5: Resultados del controlador PD para la prueba 2) (estados del sistema).

La Figura 6.5a muestra los estados del sistema, ambos estados no presentan sobreimpulsos
en el tiempo de estabilización, es a partir de alcanzar la referencia deseada cuando los es-
tados (x, y) tienen oscilaciones irregulares, el estado x por arriba de la referencia deseada y
el estado (y) por debajo de la referencia. El estado ψ en el régimen transitorio decae en un
primer momento de la simulación, sin embargo logra alcanzar la referencia deseada (π/4) y
mantenerse sin oscilaciones mayores.

Para todos los estados, aproximadamente en el segundo 40, se presenta una perturbación que
afecta sobre los tres estados de interés, sin embargo al �nal del tiempo de simulación logran
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recuperar la referencia deseada. En la siguiente Figura (6.5b) se puede observar la trayectoria
que forman los estados x e y.

La Figura 6.6a muestra como los errores disminuyen conforme el tiempo transcurre, sin
embargo las oscilaciones que se tienen conforme transcurre la simulación muestran que los
errores no logran converger totalmente a cero. En las Figuras 6.6b y 6.7 se muestran las
señales de control aplicadas para cada uno de los ejes, se puede observar que en 6.6b la
fuerza de control inicial es de alrededor de 6 N que antes de los primeros cinco segundos
de simulación a un valor oscilatorio cercano a cero, esto es debido a que el vehículo ya no
requiere más fuerzas que lo desplacen, en cambio, solo requiere conservar su posición. En la
fuerza de control del eje Y (Fig. 6.7a) sucede un caso similar, sin embargo la fuerza inicial
es de menos de 2 N. Para el eje Z (Fig. 6.7b) se repite el fenómeno de las fuerzas de control
anteriores con una oscilación pronunciada en los primeros 5 segundos de simulación, un valor
máximo de aproximadamente 1.6 N·m y mínimo de 1.5 N·m y oscilaciones pequeñas positivas.
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Figura 6.6: Resultados del controlador PD para la prueba 2) (errores y señal de control en
X).

Por último, para el controlador PD, los resultados del tercer experimento se observan en las
Figuras 6.8-6.10. Los resultados de la trayectoria del barco pueden ser vistos en la Figura
6.8b en donde es posible apreciar la forma senoidal producida por las trayectorias del barco.
En la Figura 6.8a sin embargo, se puede observar para los estados x y y que existe un desfase
entre la señal de referencia deseada y la respuesta obtenida. Para el estado ψ el seguimiento
presenta una buena respuesta y solo se observa aproximadamente a partir del segundo 42 que
los efectos de las perturbaciones desvían el rumbo del vehículo.
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Figura 6.7: Resultados del controlador PD para la prueba 2) (señales de control en Y y Z).
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Figura 6.8: Resultados del controlador PD para la prueba 3) (estados del sistema).

En la Figura 6.9a se observan los errores en los estados, para los estados x y y se puede apre-
ciar un error que presenta frecuentemente variaciones irregulares durante todo el tiempo de
simulación y en el tiempo 45 de la simulación se presenta la oscilación negativa más grande,
ocasionada sobre el estado y.

Las señales de control se observan en las Figuras 6.9b y 6.10. Las amplitudes de estas señales
de control, para los ejes X y Y no exceden de los 3.5 N y 1 N ninguna de ellas respectivamente,
mientras que para el momento alrededor del eje Z se observa que tiene un sobre tiro muy
grande al inicio de la simulación alcansando casi 200 N, posteriormente la señal de control
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permanece en niveles relativamente similares a los de la fuerza de control Y.
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Figura 6.9: Resultados del controlador PD para la prueba 3) (errores y señal de control en
X).
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Figura 6.10: Resultados del controlador PD para la prueba 3) (señales de control en Y y Z).
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6.2 Resultados del controlador SMC

6.2. Resultados del controlador SMC

En esta sección se presentan los resultados del controlador por modos deslizantes, se prueba
su desempeño realizando las mismas tres tareas de la sección anterior. La comparación entre
el desempeño entre ambos controladores se presenta en el siguiente capítulo.

El desempeño del controlador por modos deslizantes para la prueba 1) se presenta en las Fi-
guras 6.11-6.13. En la primera Figura 6.11a se muestran los estados del sistema, los estados
permanecen muy cercanos a cero, con variaciones máximas de 0.06 m esto representa apenas
6 cm. También se observa que a pesar de que las variaciones son pequeñas, otras oscilaciones
pero de alta frecuencia en los estados también se presentan. Este efecto de oscilaciones de
pequeña amplitud a alta frecuencia se conoce como chattering y es un fenómeno producido
debido a la naturaleza discontinua del controlador, esta es una de las principales desventajas
de la implementación del control por modos deslizante ya que como se observa en las Figu-
ras 6.12b y 6.13 las señales de control presentan discontinuidades que pueden afectar a los
actuadores desgastandolos y haciendolos menos e�cientes.

La Figura 6.11b presenta la trayectoria descrita por el vehículo bajo el controlador SMC, se
aprecian las oscilaciones pero desde la perspectiva de dos dimensiones y también se muestra
que estas oscilaciones son de muy baja amplitud.
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Figura 6.11: Resultados del controlador SMC para la prueba 1) (estados del sistema).

La siguiente Figura (6.12a) muestra la evolución del error en el tiempo, se puede ver que
también se presenta el efecto de chattering. Este error a pesar del efecto chattering es muy
pequeño, con variaciones apenas de 4 cm, lo que haria �sicamente que el barco a simple
vista se viera en reposo pero más de cerca se vería una ligera vibración sobre su movimiento.
Las señales de control para los tres estados se pueden apreciar en las Figuras 6.12b-6.13, las
amplitudes no superan los 80 N sin embargo la frecuencia es muy alta, esto en la práctica,
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con actuadores que presentan limitaciones mecánicas, es imposible de implementar ya que
propicia el desgaste y reduce el tiempo de vida de los actuadores.
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Figura 6.12: Resultados del controlador SMC para la prueba 1) (errores y señal de control
en X).
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Figura 6.13: Resultados del controlador SMC para la prueba 1) (señales de control en Y y
Z).

Continuando con los resultados, en la Figura 6.14 se pueden apreciar los resultados de la
prueba 2), recordando que para este experimento los estados deseados son ηd = [5, 5, π/4]T ,
se puede observar que, sobre el comportamiento de los estados del vehículo, se tiene una
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respuesta favorable.

En la Figura 6.14a se observan los estados de forma individual, para el estado x (linea azul)
se observa un sobreimpulso negativo en los primeros cinco segundos de la simulación, no
obstante el estado converge al valor deseado de una forma suave y sin oscilaciones, poste-
riormente todos los estados permanecen en los valores deseados. Para el estado ψ se observa
al tiempo 5 de la simulación que pierde su valor de referencia, esto es debido a una fuerza
externa producida por las perturbaciones, no obstante antes de los 10 segundos de simulación
converge a su valor nominal y se mantiene oscilando por debajo de el.

La trayectoria formada por los estados se observa en la Figura 6.14b donde el sobreimpulso
del estado x mencionado anteriormente, se traduce en una desviación de la posición deseada,
a pesar de esto, el sistema es capaz de llegar a la posición deseada y permanecer ahí.
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Figura 6.14: Resultados del controlador SMC para la prueba 2) (estados del sistema).

Los errores convergen de forma exponencial en un tiempo �nito como se puede ver en la
Figura 6.15a excepto el error para el estado x que como se mencionó anteriormente presenta
un sobreimpulso. Estos errores muestran el buen desempeño del controlador SMC ya que al
llegar a cero, permanecen ahí o en un vecino cercano a el. Este es el comportamiento deseado
del control por modos deslizantes.

Por último para el experimento 2), las señales de control pueden ser vistas en las Figuras
6.15b-6.16. De estos resultados se puede ver que las señales control superan los 100 N de
fuerza para los ejes X y Y pero esto no sucede para el estado ψ donde el momento no supera
los 30 N·m.

76



6.2 Resultados del controlador SMC

Durante los primeros segundos de la simulación no se observa el efecto chattering sobre las
señales de control, esto es debido a la primera etapa del controlador SMC, fase de alcance,
pero una vez alcanzado el estado deseado comienza a ser más notorio el efecto chattering.
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Figura 6.15: Resultados del controlador SMC para la prueba 2) (errores y señal de control
en X).
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Figura 6.16: Resultados del controlador SMC para la prueba 2) (señales de control en Y y
Z).
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Por último, los resultados de lala prueba 3) realizada con el controlador SMC se pueden
observar en la Figura 6.17. Las sub�guras 6.17a y 6.17b muestran los estados del sistema y
la tayectoria generada, se aprecia con claridad la forma senoidal deseada. Es posible darse
cuenta que para los primeros cinco segundos de la simulación el vehículo tarda en incor-
porarse a la señal deseada en el eje X. También, para el estado ψ es posible notar que el
seguimiento presenta un error oscilatorio durante todo el periodo de la simulación. En una
implementación real esto podría verse como una oscilación en el cabeceo del vehículo.

En la siguiente sub�gura 6.18a se muestran los errores donde convergen a cero y permanecen
oscilando a alta frecuencia alrededor del cero pero no salen de ahí.
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Figura 6.17: Resultados del controlador SMC para la prueba 3) (estados del sistema).

Las Figuras 6.18b-6.19 permiten observar las señales de control generadas por el controlador
donde se observan picos de hasta 150 N en las amplitudes para las señales de los ejes X y Y y
picos que no superan los 25 N para el estado ψ. En todo el tiempo de simulación se observan
las oscilaciones de alta frecuencia típicas del SMC.

La evaluación entre los resultados de ambos controladores presentados en este capítulo se
aborda en el siguiente capítulo de conclusiones.
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Figura 6.18: Resultados del controlador SMC para la prueba 3) (errores y señal de control
en X).
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Figura 6.19: Resultados del controlador SMC para la prueba 3) (señales de control en Y y
Z).
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Capítulo 7

Conclusiones

7.1. Comparación de errores

Con el �n de evaluar el desempeño de los controladores del capítulo anterior se utiliza como
medida estandar el error cuadrático medio (ECM ) de�nido como:

ECM =

√√√√ 1

n

n∑

i=0

e2i (7.1)

donde n es el número de muestras totales y e es el error en cada muestra. El ECM mide
el promedio de los errores al cuadrado, es decir, la diferencia entre los esperado y lo que se
tiene. Entre más pequeño sea el ECM, indica que el controlador tiene un mejor desempeño,
mientras que un valor más grande indica de�ciencias en el desempeño del mismo.

Para el experimento 1) los ECM's, se presentan en la Tabla 7.1.

Estado PD SMC
x 0.0460 0.0176
y 0.0288 0.0010
ψ 0.0068 0.0039

Tabla 7.1: Tabla con los ECM del experimento 1).

Se puede apreciar numéricamente que para el experimento 1), el desempeño del SMC es mejor
que el del controlador PD, esto es principalmente por que el controlador por modos deslizan-
tes es insensible ante las perturbaciones externas, esto le da ventaja sobre el controlador PD
que solo trabaja en torno a un punto de operación y es más sensible ante las perturbaciones.

Para el segundo experimento se muestran los ECM's en la Tabla 7.2. En este caso el contro-
lador PD lleva la ventaja sobre el controlador SMC en los estados x y ψ esta ventaja se debe
principalmente a los estados transitorios del sistema, el controlador PD hace que el estado x
converga más rápido al estado deseado. A pesar de esto, el controlador SMC logra estabilizar
los estados en el régimen estacionario de una mejor forma que el controlador PD, que como
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se mencionó anteriormente es afectado en mayor medida por las perturbaciones ambientales.
Para el estado ψ se puede mencionar que el efecto chatering del SMC contribuye en gran
parte a que el ECM incremente.

Estado PD SMC
x 0.8807 1.3090
y 0.8414 0.7285
ψ 0.1841 0.4895

Tabla 7.2: Tabla con los ECM del experimento 2).

Por último la Tabla 7.3 muestra la comparativa entre ambos controladores al llevar a cabo
el experimento 3). Para este caso el ECM es menor para el controlador PD en los estados x
y ψ lo que indica que cuantitativamente tiene un mejor desempeño, sin embargo si se remite
a las grá�cas de ambos resultados se puede observar que el controlador SMC tiene un mejor
seguimiento que el controlador PD. La razón de que se tengan ECM's más grandes se debe
a los retrasos en la respuesta en el estado transitorio que tiene el controlador SMC.

Estado PD SMC
x 0.3083 0.6991
y 0.8098 0.0939
ψ 0.2169 0.6259

Tabla 7.3: Tabla con los ECM del experimento 3).

7.2. Conclusiones �nales

Se concluye que a pesar de que el ECM resultante es menor en varias pruebas por parte del
controlador PD, el controlador SMC presenta un mejor desempeño en el régimen estacionario,
lo que lo hace una opción viable a implementar, siempre y cuando se empleen metodos
para atenuar el efecto de chatering sobre las señales de control. El controlador PD será una
opción a considerar siempre y cuando las condiciones ambientales se encuentren relativamente
�calmadas� lo que hará que durante el régimen estacionario, el controlador logre permanecer
cercano a las referencias deseadas.

7.3. Trabajo futuro
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Abstract—In this paper we present the study of the dynamics
of a USV (Unmanned Surface Vehicle) under the presence of two
simulated environmental perturbations: marine induced waves
and currents. The mathematical model of the vehicle is studied
and the equations that describes the behavior of environmental
perturbations are also described. A numerical simulation of the
model considering the effects of this perturbations is carried out
in three degrees of freedom and also a strategy of robust control
based Sliding Mode Control (SMC) is developed for counteracting
the effects of the perturbations over the trajectory of the USV.

Index Terms—Unmanned Surface Vehicle, Environmental Per-
turbation, Robust Control.

I. INTRODUCTION

The Unmanned Surface Vehicles (USV’s) has various
applications specially in military field, intelligence,
surveillance and reconnaissance operations [1]. They
have some advantages over other types of exploring vehicles
(submarines, aerials) since they have greater autonomy and
payload capabilities, which allows to transport a variety of
measuring equipment. The modelling and simulation of this
physical systems serves as a tool to know the behavior of the
system to be able to perform corrections and improvements
before carrying out the construction of the real physical
system, and to implement and validate control strategies.

In [2] one of the first works that addresses the task
of modelling marine vehicles is carried out. A nonlinear
six degrees of freedom model is presented as well as a
disturbance and stability analysis based on a linearized
model of the nonlinear model. In addition, an autopilot
based on linear control like PID and LQR controllers, and
nonlinear controllers like Sliding Mode Control and Passivity
Based Adaptive Control are developed. [3] develops the
same modelling task for underwater vehicles but they use a
Lagrangian formulation instead of Newton-Euler approach. In
[4], an extension of work developed by [2] is presented, but
in this case a parameterization of the Coriolis and Centrifugal
matrices are included, some matrix properties are defined by
using this new representation.

A USV is always affected by environmental disturbances
even when it is anchored and obviously during any type
of movement induced by external forces. Therefore, it
is important to know the mathematical representation
of these disturbances to include them in the complete
mathematical model of the USV. So that, it is possible
to get realize the effects of these disturbances and hence,
design more appropriate controllers. Some works like [5],
where an adaptive control for maneuvering in a model ship
is developed, define these environmental disturbances as
uncertainties in the mathematical model, but they do not
consider the dynamics of environmental phenomena for
improve the performance of the control technique.

Other authors have developed works like [6] which uses the
onboard sensors for measuring and estimating the states of the
vehicle and environmental perturbations through a nonlinear
passive observer, specifically they use the observer to estimate
the waves velocity and the vehicle’s relative velocity to the
wave. Other works like [7] presents the implementation
of various controllers for the station-keeping problem of
a USV under environmental perturbations, the dynamic of
the perturbations are not considered into the model of the
USV, however they include a wind feedforward control for
counteract the effects. The environmental information is
acquired by an anemometer and used for improving the
controllers. A particular work is [8] where only the currents
are considered into the mathematical model at cinematic
and kinetic level, also the parameters and the velocities of
currents are constants. In [9] is shown the correct way of
how to include the environmental perturbations for simulation
purposes.

In this paper we work with the existent mathematical model
in litherature and the perturbation due to the marine waves
is added to the USV simulation instead of just using the
currents as main disturbance, this expands the study of the
mathematical model and is used to improve the performance
of the proposed robust control. According to [9] the parame-
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ters of the perturbations can be generated through first-order
Gauss-Markov processes that adds some randomness to the
perturbations instead of having only constant values in the
simulation. The model of the USV is described, also the equa-
tions to include in simulation corresponding to environmental
perturbations (marines waves and currents) are presented, by
last a robust control technique is used to reject the effects of
the perturbations over the performance of the vehicle. The
numerical simulation results and some conclusions of this
paper are presented in the last section.

II. USV MODEL

Modeling of marine vehicles is based on classical
mechanics involving statics and dynamics principles and is
derived in a local reference frame to take advantage of the
vehicle’s geometrical properties. The model is based on the
second Newton’s Law in terms of conservation of linear and
angular moment, in [2] the reader can find a very detailed
lecture of the modelling tasks.

The following states and forces vectors are defined using
the nomenclature of the SNAME (Society of Naval Architects
and Marine Engineers) [10]:

η =
[
η1 η2

]T
η1 =

[
x y z

]T
η2 =

[
φ θ ψ

]T

v =
[
v1 v2

]T
v1 =

[
u v w

]T
v2 =

[
p q r

]T

τ =
[
τ 1 τ 2

]T
τ 1 =

[
X Y Z

]T
τ 2 =

[
K M N

]T

where η is the vehicle’s position and attitude with
coordinates on the inertial frame (earth fixed), v is the linear
and angular velocities vector measured in the referential
frame (body fixed) and τ are the external forces and moments
acting on the rigid body. In Figure (1) the inertial and the
referential frame can be observed.

Zb

Xb

Yb

rG

r

rO

g

dS
dV

fdS

Z

X

Y

Earth

fixed

Body

fixed

Fig. 1. Frames: inertial (earth fixed) and referential (body fixed).

The mathematical model of a six degrees of freedom USV
is thus given by

M v̇ + C(v)v +D(v)v = τE + τ (1)

with M = MRB +MA and C(v) = CRB(v) + CA(v) in
where MA and CA(v) are the added mass matrices due to the
inertia of the liquid surrounding the rigid body. D(v) is the
matrix of hydrodynamical drag that includes the linear and
quadratic terms and finally τE are the forces and moments
due to environmental perturbations. The matrices MRB ,
MA, CRB(v), CA and D(v) has the structure presented
in [2], the reader can refer to that bibliography to see in detail.

When the vehicle is moving in an ideal fluid then
MRB = MT

RB > 0 and MA = MT
A . C(v) is a skew-

symmetric matrix and D(v) is non-symmetric and strictly
positive matrix.

For the cinematic study, the vehicle is considered as a rigid
body moving in the space. This assumption eliminates the
effects of forces acting between the individual elements of
mass. The cinematic model of a rigid body in the space is
thus, given by

η̇ = J(η2)v =

[
J1(η2) 03×3

03×3 J2(η2)

]
v (2)

with

J1(η2) =



cψcθ −sψcφ + cψsθsφ sψsφ + cψcφcθ
sψcθ cψcφ + sφsθsψ −cψsφ + sθsψcφ
−sθ cθsφ cθcφ




J1(η2)
−1 = J1(η2)

T

and

J2(η2) =



1 sφtθ cφtθ
0 cφ −sφ
0 sφ/cθ cφ/cθ




sγ = sin (γ), cγ = cos (γ), tγ = tan (γ).
In the equation (II) can be noted that there is a singularity

at θ = ±90◦. For ships this is not a problem because of the
working space for the Pitch angle is much less, however this
is a problem for submarine and aerial vehicles why is needed
an equivalent representation in quaternions.

III. ENVIROMENTAL PERTURBATIONS

The equations that define the behavior of environmental
perturbations are presented, it should be noted that they are
not the only perturbations that exists in a real environment
but are the only one considered for the present work. From
the equation (1) the vector τE considers the perturbation due
to the marine waves and the model considering the marine
currents is presented in later subsection.

A. Marine Waves

A wave is a water ondulation produced over the sea
surface due to the action of wind. Generally, the waves
are moving over the sea surface at many different speeds
and their effect finish at the beaches or coastal zones. Also
their dynamics depends of many parameters such as the
speed, the distance to the coast, sea depth, etc. There’s exists



various works that addresses the modelling and generation
of waves for different purposes ( [11], [12], [13]) and
generally, for energy conversion such as [14] and [15]. For
this paper is used a first order model of wave as a perturbation.

The vector of forces and moments τE that represents the
behavior of marine waves is given by [16]:

τwaE =




∑N
i=1 ρgBLTcos(β)si(t)∑N
i=1 −ρgBLTsin(β)si(t)

0
0
0∑N

i=1
1
24ρgBL(L

2 −B2)sin(2β)s2i (t)



, (3)

where ρ is water density g is the gravity, L,B and T are
the length, width and craft of the vehicle, respectively and β
is the encounter angle of the vehicle. The angle β is defined
as the angle formed between the stern line and the incident
direction of the waves, in practice it can be assumed that
this direction is constant and bounded. The effect of this
perturbations on the vehicle can be appreciated in the drift
that has the same when is sailing at low speed.

The slope of the wave si(t) in (3) for the i-th component
is defined as:

si(t) = Ai
2π

λi
sin(ωeit+ φi), (4)

where Ai and λi are the amplitude and length of wave
respectively, ωei is the encounter frequency and φi is an
aleatory phase uniformly distributed and constant with time
in [0, 2π) correspondent to the component of the i wave.

B. Marine Currents

The marine currents are water displacements produced
inside the sea. Can be originated by variations in the
temperature, salinity and density between the different water
volumes also can be produced by the wind friction at the
surface of the water.

Waves can be added to the dynamic model (1) by super-
position, but the marine currents should not be considered by
superposition in the mathematical model. Instead of that, the
forces and moments due to the marine currents can be taken
into account by replacing the generalized velocity vector v in
the hydrodynamic terms by vector of relative velocities:

vr = v − vc (5)

where vc ∈ R6 is the velocity of the marine currents
expressed in the REFERENCE frame. The above mentioned
vector has the following form

vc = [uc, vc, wc, 0, 0, 0]
T (6)

with vbc = [uc, vc, wc]
T obtained through

vbc = J1(η2)
T vEc (7)

.
vEc ∈ R3 is the currents velocity vector measured in the

INERTIAL frame.

Finally, the dynamic model including the perturbations due
the marine currents is:

η̇ = J(η2)vr +

[
vEc
0

]

M v̇r + C(vr)vr +D(vr)vr = τE + τ (8)

For generating the marine current speed and his direction
first-order Gauss-Markov processes are used. Let the current
speed denoted by Vc, the angle of the current relative to the
inertial frame as αc and the angle of attack relative to the bow
like βc. Then the following equations define the Gauss-Markov
processes

V̇c + µ1Vc = w1 (9)
α̇c + µ2αc = w2 (10)
β̇c + µ3βc = w3 (11)

wi (i=1,2,3) are zero-mean Gaussian white noise processes
and µi ≥ 0 (i=1,2,3) are constants. Finally, the vector vEc can
be obtained through the following relation

vEc =



Vccos(αc)cos(βc)

Vcsin(βc)
Vcsin(αc)cos(βc)


 (12)

to be included in the equation (7).

IV. CONTROL DESIGN

It’s desirable that the perturbed system (8) be robust to
the marine perturbations described previously, it is also
convenient that the controller used be robust to errors in
modelling and uncertainty in the parameters. Some works
like [5] use a nonlinear adaptive controller for maneuvering
with experiments in a laboratory and also [8] uses the same
technique but for a path-following task. In this section a
control law based on Sliding Mode Controller (SMC) [17] is
designed. The design procedure can be found in [18].

First, a sliding surface function is introduced and defined
as:

σ(e) = ce+ ė, c > o (13)

where the error and its derivative are defined as

e = ηd − η

ė = η̇d − η̇ (14)

with ηd = [xd, yd, ψd]
T and the current states η = [x, y, ψ]T .

The main idea of SMC is to drive the sliding surface σ(e) to
zero and once reached keep the states on the close neighbor-
hood of it.



A. Stability Analysis

Let V be a candidate Lyapunov function chosen as

V =
1

2
σ2 (15)

The derivative of (15) is

V̇ = σσ̇

= σ[M−1(f(vr) + τE) +M−1τ ] (16)

with f(vr) = −C(vr)vr −D(vr)vr, assuming

τ =M [u−M−1f(vr)]

Eq. (16) can be rewritten as

V̇ = σ(L+ u) (17)

where L =M−1τE is the undesirable dynamic of the system.
Selecting

u = −Ksign(σ) (18)

with

sign(σ) =





−1 if σ > 0
1 if σ < 0
∈ [−1, 1] if σ = 0

and substituting in (17) we have the following expression

V̇ ≤ |σ|L− |σ|K = |σ|(L−K) (19)

To obtain an asymptotic stability in σ = 0 let’s choose

V̇ ≤ −α
√
2V , α > 0 (20)

Substituting Eq. (15) into (20) and combining with Eq. (19),
for ensure the asymptotic stability, the gain K can be computed
as

K = α+ L (21)

V. SIMULATION RESULTS

A complete description of how the environmental perturba-
tions are included into the simulation, the Figure (2) shows a
block diagram to help the comprehension.

Desired

States
Controller

Dynamic Model 

!("#)

Behaviour 

simulation

Waves

Currents velocities and 

direction generator

+

"$
%

&%
'*

η+ & ,- "

Fig. 2. A block diagram of the interaction of enviromental perturbations and
the model.

Two different simulations are conducted to evaluate the
proposed controller. In the first experiment the reference states
are chosen as ηd = [5, 5, π/4]T and in the second the desired
states are

ηd = [t, 10sin(0.2t), arctan(ẏd/ẋd)]
T

For each simulation the initial states are η(0) = [0, 0, 0] and
the simulation time is 50 seconds. The parameters of the
Gauss-Markov processes are wi = 1, (i=1,2,3).

The results of the first simulation are shown in Figures
(3-7). In Figure (3) the comparation between desired states
and the system response is shown, it can be seen that the
controller fulfills its function of being robust against the
perturbations. Figure (4) shows the evolution of errors,
they are maintained in a close neighborhood of zero once
reached the desired state. Finally, in Figures (5-7) a zoom
of the control signals are observed, this effect of the high
frequency in the control signals is called chattering and it’s
characteristic and caused by the SMC.
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In Figures (8-12) the results of the second simulation can be
seen. Figures (8) and (9) show the response of the perturbed
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system and the errors and they are quite acceptable. A zoom
of a portion of the control signals for each state are shown in
Figures (10-12) with the chattering effect.
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VI. CONCLUSIONS

A study of the dynamics of a USV with the presence of
environmental perturbations was presented in this paper. This
study adds the a robust controller based on SMC technique
is developed for the USV under the presence of the pertur-
bations. Also, it was constructed a vehicle’s prototype using
SolidWorks R© and the parameters of the hydrodynamic drag
matrix were obtained through simulations in this software. It
can be concluded that the presence of environmental perturba-
tions has a strong impact on the dynamics of the vehicle and
the SMC is a good choice of controller.
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