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Universidad Autónoma del Carmen
Dependencia Académica de Ingenieŕıa y Tecnoloǵıa
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Resumen

Es importante el control de sistemas robóticos industriales debido a la
amplia gama de sus aplicaciones. Estas máquinas son sistemas electrome-
cánicos complejos que tienen múltiples entradas y múltiples salidas, no son
lineales y tienen incertidumbres paramétricas. Para ello, es imprescindible
que los programadores puedan probar el comportamiento de los robots en
diferentes circunstancias y con parámetros variables bajo una metodología
de control. En este trabajo, se ha diseñado un controlador basado en algorit-
mo de Super Torsión (controlador no lineal robusto) para reducir el problema
del chattering del control por modos de deslizantes, y la prueba de estabili-
dad en el caso de los sistemas no lineales. Los resultados de la simulación
se muestran y se comparan con los del Controlador Proporcional Derivativo
y el Controlador de Modos deslizantes usando un modelo virtual del mani-
pulador robótico CRS Catalyst-5 de 5 grados de libertad, de la corporación
Thermo Electron para ilustrar la eficacia del método propuesto. De igual ma-
nera, se llevará acabo la implemenación en linea para demostrar su eficiencia
comparada al controlador que trae de fábrica el robot.
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Abstract

The control of industrial robotics systems is important due to the wide
range of their applications. These machines are complex electromechanical
systems that have multiples input/outputs, are non-linear and uncertainty.
For this purpose, it is essential that the robot programmers can test the beha-
vior of the robots in different circumstances and with varying parameters
under a control methodology. In this work, it is designed a controller base on
Super Twisting Algorithm (robust nonlinear controller) to reduce the chat-
tering problem of sliding mode control with the robustness of robotic mani-
pulator, and the stability proof in the case of nonlinear systems. Simulation
results are shown and compare with the Proportional- Derivative controller
using the 5-DOF (Degrees of Freedom) robotic manipulator CRS Catalyst-
5 by Thermo Electron Corporation to illustrate the effcient of the proposed
method.
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Capítulo 1

Introducción

La robótica, se utiliza en el diseño y la construcción de robots y apara-
tos que realizan operaciones o trabajos en sustitución de la mano de obra
humana; en la robótica se integran elementos mecánicos, electrónicos, con-
trol automático, eléctricos y sistemas de cómputo. Es una disciplina científica
que aborda la investigación y desarrollo de una clase particular de sistemas
mecánicos, diseñados para realizar una amplia variedad de aplicaciones in-
dustriales, científicas, domésticas y comerciales. Actualmente, la robótica y la
automatización conforman una industria madura y en crecimiento. Por ejem-
plo, múltiples robots se utilizan en distintas áreas, como en manufactura, en
la exploración planetaria, en la cirugía médica, hasta en el servicio domésti-
co y entre otras aplicaciones (Fernando R. (2011)). Estas máquinas se pueden
clasificar en las siguientes categorias:

FIGURA 1.1: Clasificación de robots

El presente trabajo de tesis se enfoca en los Robots Manipuladores, los
cuales son una máquina con varios grados de libertad que es controlada au-
tomaticamente, reprogramable y de diversos usos, puede estar fija o móvil, y
generalmente su empleo es en la industria. Los robots han desempeñado un
papel muy importante en la industria desde hace medio siglo, el desarrollo y
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el estudio de estos ha estado vinculado directamente con los avances tecno-
lógicos al servicio de compañías manufactureras para optimizar tiempos de
fabricación, reducir accidentes y costos. En la figura 1.2 se muestra el primer
robot industrial en el mundo conocido como Unimate, se instaló en la fábrica
de la General Motors en Ewing Township, New Jersey, en 1961, con el obje-
tivo de transportar piezas de metal desde una linea de producción hasta una
linea de ensamble y soldadura de automóviles. Su introducción fue recibida
con agrado por la comunidad de trabajadores en virtud de que dicha tarea
era peligrosa y contaminante.

FIGURA 1.2: Unimate

En 1973 la firma sueca Allmänna Svenska Elektriska Aktiebolaget (ASEA)
construyó el primer robot con accionamiento totalmente eléctrico (actual-
mente ASEA Brown Boveri (ABB)), el Industrial Robot 6, Una notable evolu-
ción en estos, se muestra en la figura 5.36, y a su lado izquierdo se muestra
la última versión del mimso. Los robots manipuladores han sido desarrolla-
dos ampliamente para ser introducidos en casi todo tipo de insdustria, por
lo cual, en su estudio y desarrollo se han aplicado diferentes estrategias de
control para mejorar su eficiencia.

(a) (b)

FIGURA 1.3: (a) IRB6, (b) IRB6650s, ambos de la compañía ABB
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Para mejorar la prestación de aplicaciones generales, ha sido necesario
introducir nuevos controladores basados en el conocimiento preciso del mo-
delo dinámico de los robots, así como de sus parámetros. Se han aplicado
diversos tipos de controladores en el campo de la robótica, de los cuales los
métodos más comunes en sistemas no lineales que han sido propuestos para
resolver los problemas de control consiste en las siguientes: Control difuso,
Control por redes neuronales, control pasivo, control adaptivo, Control de
modos deslizantes, y por mencionar algunos.

El Control de Modos Deslizantes (CMD) es un controlador poderoso para
sistemas no lineales que ha sido analizado por muchos investigadores espe-
cialmente en los recientes años. Esta teoría fue propuesta cerca de 1950 por
Emelyanov y varios colaboradores, ha sido desarrollado extensamente des-
de entonces con la invención del control de alta velocidad para dispositivos.
El controlador de modos deslizantes tiene las siguientes desventajas. En pri-
mer lugar. el problema del chattering; puede ser causado por las frecuencias
altas de oscilación de las salidas de controlador. En segundo lugar, la sensi-
bilidad; este controlador puede ser muy sensible al ruido cuando las señales
están muy cercanas a cero. El fenómeno del chattering puede causar algu-
nos problemas como la saturación y el calentamiento de partes mecánicas
de los robots manipuladores o los controladores (Farzin P. (2012)). La robus-
tez del SMC está estricamente conectada a la alta frecuencia de onscilación
de la señal de control, para reducir el chattering es necesario aplicar méto-
dos matemáticos. Por ejemplo si queremos aplicar el Super Twisting Control
(STC) sobre un sistema mecánico de segundo orden para ajustar el problema
de chattering, entonces tenemos que diseñar un variable deslizable tal que
tiene grado relativo de uno. Si escogemos a una superficie lineal entonces
el STC asegura la compensación perturbaciones/incertidumbres, la conver-
gencia en tiempo finito para una varibale deslizante y su derivada, pero los
estados convergen asitoticamente al origen.

1.1. Justificación

En diversos trabajos de investigación se ha estudiado el comportamiento
y la estabilidad de los robots manipuladores, sin embargo no se ha consi-
derado un estudio usando un STC. Por lo mencionado, resulta novedoso la
implementación de este método de control, esto asegura la robustez del siste-
ma, y una rápida respuesta a la referencia de la entrada. Así mismo presenta
atributos, los cuales son poder estabilizar el comportamiento dinámico del
sistema en lazo cerrado, y el rechazo a las perturbaciones e incertidumbres
paramétricas. En el presente trabajo de tesis, se plantea diseñar el algoritmo
de Control de Super-Twisting, el cual podrá ser aplicado para un robot mani-
pulador esférico de n grados de libertad. Para validar la metodología de con-
trol propuesta, se usará el modelo matemático del robot manipulador CRS
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Catalyst-5 y subsecuentemente se implementará. Este robot, tiene por fabri-
ca, un controlador convencional tipo PD, como hemos presentado anterior-
mente, este controlador tiene un tiempo de respuesta aceptable, y garantiza
una estabilización asíntotica en u tiempo finito, pero no es suficientemente
fuerte ante perturbaciones externas; siendo esta una de nuestras principales
motivaciones para elaborar este trabajo.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Diseñar e implementar en tiempo real el Control de Super-Torsión para la
estabilización de posición angular de un robot manipulador de n grados de
libertad.

1.2.2. Objetivos específicos

Obtener el modelo dinámico de un robot manipulador de n grados de
libertad.

Validar el modelo matemático del robot manipulador de n grados de
libertad en Matlab/Simulink

Desarrollar el Control de Super-Torsión.

Validar el algoritmo de control propuesto en simulación usando Matlab/Simulink.

Implementación en tiempo real del algoritmo de control propuesto.

1.3. Estado del arte

El control de los sistemas robóticos es vital debido a la amplia gama de
sus aplicaciones, ya que este sistema es multi-entrada, multi-salida y no li-
neal. En consecuencia, es difícil diseñar con precisión modelos matemáticos
para múltiples grados de libertad de robots manipuladores. Por lo tanto, han
sido utilizadas fuertes herramientas matemáticas en nuevas metodologías de
control para diseñar un controlador con un rendimiento aceptable. La estabi-
lidad es el requisito mínimo en cualquier sistema de control, sin embargo la
prueba de la estabilidad no es trivial especialmente en el caso de sistemas en
línea.
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Los robots manipuladores han facilitado el trabajo en diferentes áreas (la
manufactura de piezas. ensamblado, pintar o algunas cirugías médicas). Des-
de que el primer robot manipulador industrial fue instalado ha habido un
desarrollo considerable en las tareas que estas máquinas pueden realizar,
siendo esto necesario para el desarrollo y aplicación de algoritmos de control
para tareas más complejas. Los robots manipuladores industriales usualmen-
te tiene por fábrica controldores convencionales tipo Proporcional Derivativo
(PD) or Proporcional Integral Derivativo (PID). Estos controladores son am-
pliamente usados por su simplicidad, pero no son suficientemente robustos
ante perturbaciones. Diversos controladores tipo PD han sido implementa-
dos exitosamente en robots manipuladores.

En los recientes años, diferentes estrategias de control han sido usadas en
robots manipuladores; el (SMC) (Slotine (1983); Slotine (1984)) es una eficien-
te herramienta para el control de complejas plantas dinámicas. Este controla-
dor reduce la sensibilidad ante pertubaciones e incertidumbres paramétricas.
Otros tipos de controladores han sido usado para sistemas robóticos como
el the adaptive control, adaptive fuzzy sliding mode (Sun (1996); Medhaar
(2006)), fuzzy logic, neural adaptive (Yu (1999)), neural networks (Ertugrul
(1998)), sliding mode neuronal network (Safaric (1996)), and neuro-fuzzy.
Una nueva ley de control que combina el controlador PD con SMC ha sido
propuesta para el control de seguimiento de trayectorias para un robot n gra-
dos de libertad para sistemas robóticos traslacionales lineales. Los resultados
de esta simulación muestra que esta ley de control mejora el rendimiento del
seguimiento de trayectoria comparada solamente con el controlador PD y el
SMC.

El controlador por Modos Deslizantes es un método de control no lineal
que altera la dinámica de un sistema, aplicando señales de control disconti-
nuas que forzan al sistema a moverse a una superficie en la cual el sistema
puede ser llevado a un punto de operación deseado. Debido a su propiedad
de orden reducido, su baja sensibilidad a perturbaciones y variaciones de
parámetros de planta, el control de modo deslizante es una herramienta efi-
ciente para controlar complejas plantas dinámicas de alto orden. El control
de estructura variable (VSC) con el (SMC) fueron propuestos y elaborados
por primera vez por muchos invenstigadores de la antigua Rusia, comen-
zando en los años sesenta (Emel’yanov and Taran, 1962; Emel’yanov, 1970;
Utkin, 1974). Estas ideas no aparecieron fuera de Rusia hasta los años seten-
ta con un libro de Itkis(Itkis, 1976) y una artículo de Utkin (1977) publicado
en Inglés. Desde entonces, el Control de Modos Deslizantes se ha desarro-
llado dentro de los métodos generales aplicables de control para un amplio
rango de tipo de sistemas incluyendo sistemas no lineales, sistemas MEMS,
modelos en tiempo discretos, entre otros. El enfoque se basa en un método
denominado método de ley de alcance, el cual influye en la calidad dinámica
del sistema durante la fase de alcance y proporciona los medios para contro-
lar el nivel de oscilación o chattering, este método de control fue aplicado a
un robot manipulador en y se presenta los principales pasos a seguir en el
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proceso de diseño de un controlador de modo deslizante para un robot ma-
nipulador planar de dos grados de libertad. Se encontró que el controlador
de modo deslizante dio un rendimiento muy bueno para el control del robot
manipulador. Se concluye que la topología de control propuesta produce me-
jores resultados tanto para el funcionamiento dinámico como para el estado
estacionario.

En el contexto de robustes, el CMD llega a ser el principal modo de ope-
ración para este tipo de sistemas ((Utkin 1999); Edwards (1998))). Por la natu-
raleza de este controlador, el principal incoveniente es el fenómeno del chat-
tering causado por la función signo mmientras fuerza los estados a cero. El
problema del chattering es peligroso para actuadores por sus oscilaciones
en alta frecuencia. Un método para reducir el chattering es el algoritmo de
Super-Torsión (Levant (2007), este algoritmo fue desarrollado para evitar el
efecto del chattering. El CST puede ser aplicado a cualquier sistema donde se
pueda obtener la primera derivada de la variable de deslizamiento. La prin-
cipal ventaja de este controlador es que compensa las incertidumbres y las
perturbaciones paramétricas, garantiza convergencia en tiempo finito al ori-
gen de la variable de deslizamiento y su derivada.

Las dos principales ventajas de este tipo de control es que se puede ob-
tener el comportamiento dinámico deseado del sistema en lazo cerrado y, el
sistema se vuelve insensible a las perturbaciones, incertidumbres paramé-
tricas, debido a que la dinámica del sistema queda impuesta por la ley de
control y no por el sistema. Además esta estrategia proporciona una rápida
respuesta a la referencia, y su implementación y diseño no son complejos.

1.4. Plantamiento del problema

En el presente trabajo se propone desarrollar un algoritmo de CST para
mejorar el comportamiento del Robot Manipulador CRS Catalyst-5 de CRS
Robotics Corporation mostrado en la figura (1.4). Existen diversos problemas

FIGURA 1.4: CRS Catalyst-5
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de control para sistemas mecánicos que están basados en manipular la posi-
ción o localización de una masa. Un ejemplo típico es un brazo manipulador
con n grados de libertad, estos sistemas son complejos y no lineales. La pro-
blemática común es modelar matematicamente la dinámica del sistema, para
esto hay diversas herramientas dispobibles. Asegurar la estabilidad de la po-
sición es una tarea importante, pues los brazos manipuladores generalmente
son usados en la industria para trabajos de alto riesgo. Debido a esto, no sólo
se busca la estabilidad, sino también la robustez del sistema ante perturba-
ciones.

1.5. Organización de tesis

El presente trabajo está dividido en cinco capítulos. El primer capítulo
es la introducción al tema de estudio y la presentación del método propuesto
para resolver la problemática planteada. EL capítulo dos se presentan los fun-
damentos teóricos para la obtención del modelo dinámico de los robots mani-
puladores, el desarrollo del las ecuaciones de movimiento de Euler Lagrange.
En el capítulo tres se presentan los antecedentes y conceptos principales de
los MD, el estudio de estabilidad através del torema princiapl de Lyapunov,
y la ley de control propuesta. En el capítulo cuatro se plantea el problema
a resolver, el diseño y estudio del SMC, de igual manera con el STC. En el
capítulo cinco se presentan los esquemas de control en Matlab/Simulink, los
resultados de la simulación y de la implementación en linea.

Conclusión

Los robots manipuladores industriales han servido durante pocas déca-
das al humano para optimizar, reducir costos de operación y mejorar tiempo
de producción en las industrias manufactureras, y de otros servicios. Sin em-
bargo, los métodos de control que han sido propuestos para estos, no todos
han sido implementados en su totalidad. Lo que se busca ante las tareas que
cada vez son más precisas y delicadas de los robots, es mejorar su estabi-
lidad. Ante esto, se propone usar el Controlador de Super-Torsion basado
en el algoritmo de Super-Torsión desarrollado por Arie Levant, ya que este
controlador aún no ha sido implementado en robots manipuladores.
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Capítulo 2

Modelo matemático de un robot
manipulador

En este capítulo se estudia de forma analítica el movimiento espacial del
robot manipulador con respecto a un sistema de referencia cartesiano, la re-
lación entre la posición y orientación junto con las fuerzas que influyen en
la dinámica del mismo. De igual manera se aborda el estudio de los mecani-
mos que lo comprenden y el método matemático para modelar el sistema el
cuál es fundamental para el estudio y diseño de la ley de control que ha sido
propuesta en el presente trabajo.

2.1. Fundamentos de robótica

Un robot manipulador es un sistema electromecánico que está compuesto
por eslabones, articulaciones y actuadores. Generalmente los eslabones son
rígidos, las articulaciones pueden ser prismáticas, rotativas, y el empleo de
diferentes combinaciones de articulaciones de un robot da como resultado di-
ferentes configuraciones, con características a tener cuenta tanto en el diseño
y contrucción para su aplicación.

2.1.1. Estructura mecánica de un robot

Su sistema mecánico es una cadena cinemática abierta con restricciones
mecánicas, esto depende de la configuración del robot. Hay diversas confi-
guraciones robóticas (veáse la figura 2.1 ), estas difieren dependiendo de la
combinación de elementos que contenga el robot. La morfología del robot es
la descripción de los componentes y de su estructura mecánica.La constitu-
ción de un robot manipulador generalmente guarda cierta similitud con la
anatomía del brazo de un humano, por ende, es familiar que se use frecuen-
temente los términos de braazo, codo, muñeca o cuerpo. Cada movimiento
que puede hacer independientemente

El CRS Catalyst-5 es un robot manipulador articulado de 5 g.d.l. antro-
pomórfico. Este robot tiene una configuración antropomorfica Tiene cinco
articulaciones accionadas por cinco motores. Los cinco motores que accionan
las articulaciones tienen integrados enconders. En la figura 2.2 se muestra la
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FIGURA 2.1: Tipos de articulaciones en sistemas mecatrónicos

configuración del robot, la libertad y restricción de rotación de cada articula-
ción.

FIGURA 2.2: Libertad de movimiento angular de las articula-
ciones del CRS Catalyst-5

2.1.2. El problema del cinamático directo

Los robots son dispositivos que pueden realizar tareas programadas por
el usario, para esto es necesario contar con el modelo matemático que descri-
ba las caracteristicas del robot, estos modelos utilizan los parametros físicos,
geométricos y energéticos. Para su funcionamiento, los sistemas mecatróni-
cos como el brazo robótico CRS Catalyst-5, ha sido modelado primeramente,
la importancia de tener el modelo matemático se incrementa al solicitar una
tarea al robot la cual para ejecutarla se calcula la posición y velocidad angu-
lares en las articulaciones, para esto le es necesario una estrategia de control
para realizar los movimientos deseados.
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Existen dos problemas fundamentales a resolver en la cinemática del ro-
bot; el primer de ellos se conoce como el problema cinemático directo, y con-
siste en determinar cuá es la posición y orientación del extremo final del ro-
bot, con respecto a un sistema de coordenadas que se tomoa como referencia,
conocidos los valores de las articulaciones y los parámetros geométricos de
los elementos del robot; el segundo, denominado problema cinemático in-
verso, resuelve la configuración que debe adoptar el robot para una posición
y orientación del extremo conocidas (Barrientos(1997)).

Denavit y Hartenberg propusieron un método sistemático para describir
y presentar la geometría espacial de los elementos de una cadena cinemáti-
ca, y en particular de un robot, con respecto a un sistema de referencia fijo.
Este método utiliza una matriz de transformación homogénea para describir
la relación espacial entre dos elementos rígidos adyacentes, reduciéndose el
problema cinemático directo al encontrar una matriz de trasnformación ho-
mogénea de dimensión 4x4 que relacione la localización espacial del extremo
del robot con respecto al sistema de coordenadas de su base. Por otra parte, la
cinemática del robot trata también de encontrar las relaciones entre las velo-
cidades del movimiento de las articulaciones y las del extremo. Esta relación
viene dada por el modelo diferencial expresado mediante la matriz Jacobiana
[Barrientos].

2.1.3. Resolución del problema cinamático directo mediante
matrices de transformación homogénea

La cinemática es un área de la mecánica que estudia aspectos geométri-
cos del movimiento de los cuerpos sin importar las causas que lo generan. El
análisis cinemático considera los conceptos de posición, orientación, veloci-
dad y aceleración entre los distintos componentes de un sistema. El modelo
cinemático tiene por objetivo entender el movimiento de los eslabones de la
estructura robótica, a través del análisis de las capacidades de movimiento
de cada articulación que maneja dichos eslabones. La naturaleza de cada ar-
ticulación es muy relevante para el estudio de la posición y orientación que
un dispotivo robótico puede alcanzar. Uno de los métodos más empleados
para determinar la aportación de cada articulación tiene que ver con el aná-
lisis de número de grados de libertad que dicha articulación puede aportar .
Una definición simple para un grado de libertad (DOF, a partir de sus siglas
en inglés: degree-of-freedom) refiere a una coordenada independiente sobre
la cual pueden desrcribirse las configuraciones del sistema robótico o me-
catrónico que representa la coordenada independiente que permite definir
la configuración del sistema. Las capacidades de movimiento de una arti-
culación dependiendo del número de restricciones que impone para el libre
movimiento del eslabón en el espacio, es decir, dependiendo de la restricción
que impone los grados de libertad (Marco P. (2014)). Para entender esta difi-
nición, véase la figura 2.1.
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Por consiguiente, la cinemática directa de robots manipuladores se refiere
al estudio analítico del movimiento del robot (sin tomar en cuenta las fuer-
zas que originan dicho movimiento) con respecto a un sistema de referencia
cartesiano fijo ∑(x,y,z) relacionando la dependencia que existe entre las coor-
denadas articulares o generalizadas q ∈ <n, sus parámetros geométricos y
las coordenadas cartesianas [x, y, z]T ∈ <3 y de orientación [α, β, γ]T ∈ <3

del extremo final del robot. Matemáticamente se tiene la siguiente defini-
ción[Reyes] .

Matemáticamente, la cinemática directa puede expresarse como el pro-
ducto de las matrices que representan cada uno de los eslabones, comen-
zando desde el primero hasta el actuador final (en el siguiente ejemplo se
consideran n eslabones) :

T0
n = T0

1 · T1
2 · T2

3 · T3
4 · ... · Tn−1

n

2.1.4. Algorimo de Denavit-Hatenberg para la obtención del
modelo cinemático directo

donde T representa una matriz homogénea con dimensiones 4x4, que
contiene la posición y orientación del sistema coordenado asignado al ac-
tuador final o end-effector con respecto del sistema coordenado base.

Para describir la relación que existe entre dos elementos contiguos se pue-
de hacer uso de cualquier sistema de referencia ligado a cada elemento, la for-
ma habitual que se suele utilizar en robótica es la representación de Denavit-
Hartenberg (D-H). Denavit y Hartenberg propusieron en 1955 un método
matricial que permite establecer de manera sistemática un sistema de coor-
denadas Si ligado a cada eslabón i de una cadena articulada, pudiéndose
determinar a continuación las ecuaciones cinemáticas de la cadena completa.
Según la representación de D-H, escogiendo adecuadamente los sistemas de
coordenadas asociados a cada eslabón, será posible pasar de uno al siguien-
te mediante 4 transformaciones básicas que dependen exclusivamente de las
características geométricas del eslabón.

Estas transformaciones básicas consisten en una sucesión de rotaciones y
traslaciones que permiten relacionar el sistema de referencia del elemento i
con el sistema del elemento i − 1. Las transformaciones en cuestión son las
siguientes (es importante recordar que el paso del sistema Si−1 al Si mediante
estas 4 transformaciones está garantizado sólo si los sistemas Si−1 y Si han
sido definidos de acuerdo a unas normas determinadas que se expondrán
posteriormente)(Barrientos (1997)):

1. Rotación alrededor del eje zi−1 un ángulo θi.

2. Traslación a lo largo de zi−1 una distancia di; vector di(0, 0, di).

3. Traslación a lo largo de xi una distancia ai ; vector ai(0, 0, ai).
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4. Rotación alrededor del eje xi un ángulo αi

Dado que el producto de matrices no es conmutativo, las transformacio-
nes se han de realizar en el orden indicado. De este modo se tiene que:

Ai−1
i = T(z, θi)T(0, 0, di)T(ai, 0, 0)T(x, αi) (2.1)

y realizando el producto entre matrices:

Ai−1
i =


Cθi −Sθi 0 0
Sθi Cθi 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1




1 0 0 ai
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 Cαi −Sαi 0
0 Sαi Cαi 0
0 0 0 1


(2.2)

=


Cθi −CαiSθi SαiSθi aiCθi
Sθi CαiCθi −SαiCθi aiSθi
0 Sαi Cαi di
0 0 0 1



donde θi, ai, di, αi son los parámetros D-H del eslabón i. De este modo,
basta con identidicar los parámetros θi, ai, di, αi para obtener las matrices A
y relacionar así todos y cada uno de los eslabones del robot[Barrientos].

Como se ha indicado, para que la matriz Ai−1
i definida en (2.2) relacione

los sistemas Si y Si−1, junto con la definición de los 4 parámetros de Denavit-
Hartenberg, conforman el siguiente algoritmo para la resolución del proble-
ma cinemático directo[Barrientos]:

1. Numerar los eslabones comenzando con 1 (primer eslabón móvil de la
cadena) y acabando con n (último eslabón móvil). Se numerará como
eslabón 0 a la base fija del robot.

2. Numerar cada articulación comenzando por 1 (la correspondiente al
primer grado de libertad) y acabando en n.

3. Localizar el eje de cada articulación. Si ésta es rotativa, el eje será su
propio eje de giro. Si es prismática, será el eje a lo largo del cual se
produce el desplazamiento.

4. Para i de 0 a n− 1 situar el eje zi sobre el eje de la articulación i + 1.

5. Situar el origen del sistema de la base S0 en cualquier punto del eje z0.
Los ejes x0 e y0 se situarán de modo que formen un sistema dextrógiro
con z0
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6. Para i de 1 a n − 1, situar el sistema Si (solidario al eslabón i) en la
intersección del eje zi con la línea normal común a zi−1 y zj. Si ambos
ejes se cortasen se situaría Si en el punto de corte. Si fuesen paralelos Si
se situaría en la articulación i + 1.

7. Situar xi en la línea normal común a zi−1 y zi.

8. Situar yi de modo que forme un sistema dextrógiro con xi y zi.

9. Situar el sistema Sn en el extremo del robot de modo que zn coincida
con la dirección de zn−1 y xn sea a zn−1 y zn.

10. Obtener θi como el ángulo que hay que girar en torno a zi−1 para que
el xi y xi−1 queden paralelos.

11. Obtener di como la distancia, medida a lo largo de zi−1, que habría que
desplazar Si−1 para que xi y xi−1 quedasen alineados.

12. Obtener ai como la distancia medida a lo largo de xi−1 (que ahora coin-
cidiría con xi−1) que habría que desplazar el nuevo Si−1 para que su
origen coincidiese con Si.

13. Obtener αi como el ángulo que habría que girar entorno a xi (que ahora
coincidiría con xi−1), para que el nuevo Si−1 coincidiese totalmente con
Si

14. Obtener las matricies de transformación Ai−1
i definidas en T0

n = T0
1 ·

T1
2 · ... · Tn−1

n

15. Obtener la matriz de transformación que relaciona el sistema de la base
con el del extremo del robot (2.2)

16. La matriz T define la orientación (submatriz de rotación) y posición
(submatriz de traslación) del extremo referido a la base en función de
las n coordenadas articulares.

Los cuatro parámetros de D-H (θi, di, ai, αi) dependen unicamente de las
características geométricas de cada eslabón y de las articulaciones que le
unen con el anterior y siguiente. En concreto estos representan la figura 2.3:

θi Es el ángulo que forman los ejes xi−1 y xi medido en un plano per-
pendicular al eje zi−1, utilizando la regla de la mano derecha. Se trata de un
parámetro variable en articulaciones giratorias.

di Es la distancia a lo largo del eje zi−1 desde el origen del sistema de coor-
denadas (i− 1)-enésimo hasta la intersección del eje zi−1 con el eje xi. Se trata
de un parámetro variable en articulaciones prismáticas.

ai Es la distancia a l largo del eje xi que va desde la instersección del eje
zi−1 con el eje xi hasta el origen del sistema i-ésimo, en el caso de articula-
ciones giratorias. En el caso de articulaciones prismáticas, se calcula como la
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distancia más corta entre zi−1 y zi.

αi Es el ángulo de separación del eje zi−1 y el eje zi, medido en un plano
perpendicular al eje xi, utilizando la regla de la mano derecha.

FIGURA 2.3: Representación de los parámetros D-H

Uno vez obtenidos los parámetros D-H, el cálculo de las relaciones entre
los eslabones consecutivos del robot es inmediato, ya que vienen dadas las
matrices A, que se calculan según la expresión general (2.2). Las relaciones
entre eslabones no consecutivos vienen dadas por las matrices T que, como
ya se comentó anteriormente, se obtiene como el producto de un conjunto de
matrices A.

2.2. Modelo dinámico de la estructura mecánica de
un robot rígido

En esta etapa se procede a determinar la regla matemática que vincula
las variables de entrada y salida del sistema. Generalmente, dicha caracte-
rización matemática se manifiesta por medio de ecuaciones diferenciales. El
modelo matemático del sistema a controlar se obtiene tradicionalmente por
una de las dos técnicas siguientes:

Analítica. Este procedimiento se basa en las ecuaciones de la física que
rigen el comportamiento del sistema. Esta metodología puede propor-
cionar un modelo matemático preciso a condición de dominar las leyes
de la física que están involucradas en el sistema.

Experimental. Este procedimiento requiere una serie de datos experi-
mentales del sistema. Frecuentemente se trata de examinar el compor-
tamiento del sistema ante entradas específicas. El modelo obtenido a
partir de este procedimiento es, en general, más impreciso que el con-
seguido a partir del método analítico. No obstante, su principal ventaja
radica en la facilidad y el corto espacio de tiempo requerido para dis-
poner del modelo.

En algunas ocasiones, en esta etapa se procede a una simplificación del
modelo del sistema que desea controlarse con miras a obtener posteriormen-
te un sistema de control relativamente sencillo. Esta etapa puede, no obs-
tante, tener la desventaja de dar como resultado un sistema de control que
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FIGURA 2.4: Metolodología de diseño de sistemas de control

funcione inadecuadamente, fenómeno conocido como falta de robustes.

El modelo dinámico de robots manipuladores se realiza tradicionalmente
de forma analítica, esto es, a partir de leyes de la física. Debido a la naturale-
za mecánica de los robots manipuladores, las leyes de la física involucradas
son simplementes las leyes de la mecánica. La metodología de diseño de los
sistemas de control puede resumirse a través de los siguientes pasos:

FIGURA 2.5: Diagrama de bloques

Desde el punto de vista de los sistemas dinámicos, un robot manipulador
de n g.d.l. puede ser considerado como un sistema no lineal multivariable,
teniendo n entradas (los pares y fuerzas τ que son aplicados en las articu-
laciones por medio de accionadores electromecánicos, hidráulicos o neumá-
ticos) y 2n variables de estado, normalmente asociadas a las n posiciones q
y n velocidades q̇ de as articulaciones. En la siguiente figura se muestra el
diagrama a bloques correspondiente suponiendo que las variables de estado
corresponden también a las salidas.

2.2.1. Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

Las ecuaciones dinámicas de un robot manipulador pueden obtener a pa-
tir de las ecuaciones de movimiento de Newton. El incoveniente que presenta
este méotdo es que el análasis se complica considerablemente cuando se in-
crementa el número de articulaciones del sistema robótico. Para este tipo de
casos, es preferible emplear las ecuaciones de movimiento de Langange. Es-
tas reciben el nombre de Lagrange debido a que fue el primero que las dio a
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conocer en 1778 (Kelly R. (2003)).

El robot manipulator CRS Catalyst-5, que se muestra en la figura 1.4, es
un robot de 5 grados de libertad. Cuenta con cinco articulaciones actuadas
por motores y cinco sensores (encoders) que miden la posición angular. Los
parametros físicos del robot CRS Catalyst-5 se muestran en la tabla 2.1. El
modelo dinámico del robot CRS Catalyst-5 se deduce a través de las ecuacio-
nes de movimiento de Lagrange.

FIGURA 2.6: Robot arm 5 g.d.l.

Los paramentros físicos del robot se muestran en la tabla2.1.

TABLA 2.1: Parámetros físicos de CRS Catalyst-5

Articulación Descripción Notación Valor Unidad
1 Masa eslabón 1 m1 5.47 Kg

Longitud del eslabón 1 l1 0.254 m
Longitud del eje al centro de masa 1 lc1 0.127 m

Inercia eslabón 1 I1 0.08822 Kg m2

2 Masa eslabón 2 m2 2.09 Kg
Longitud del eslabón 2 l2 0.254 m

Longitud del eje al centro de masa 2 lc2 0.127 m
Inercia eslabón 2 I2 0.03370 Kg m2

3 Masa eslabón 3 m3 1.36 Kg
Longitud del eslabón 3 l3 0.254 m

Longitud del eje al centro de masa 3 lc3 0.127 m
Inercia eslabón 3 I3 0.02193 Kg m2

4 Masa eslabón 4 m4 0.0060 Kg
Longitud del eslabón 4 l4 0.0508 m

Longitud del eje al centro de masa 4 lc4 0.0254 m
Inercia eslabón 4 I4 0.00000387 Kg m2

5 Masa eslabón 5 m5 0.0156 Kg
Longitud del eslabón 5 l5 0.01 m

Longitud del eje al centro de masa 5 lc5 0.005 m
Inercia eslabón 5 I5 0.00000039 Kg m2
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El vector de posición de las articulaciones esta definido como q =
[
q1 ... q5

]T
,

el vector de velocidad como q̇ =
[
q̇ ... q̇5

]T
.

2.2.2. Obtención del modelo dinámico mediante la formula-
ción de Euler-Lagrange

La energía cinética K(q, q̇) asociada con las masas m1, ..., m5, para este bra-
zo robótico se puede descomponer en la suma de todas sus partes: K(q, q̇) =
K1(q, q̇) + ... + K5(q, q̇). Analogamente, la energía potencial U(q, q̇) asocia-
da con las masas m1, ..., m5 descompuesto en la suma de todas sus partes:
U(q, q̇) = U1(q, q̇) + ... + U5(q, q̇). La energía total E es la suma de la energía
cinética K y la energía potencial U .

E(q, q̇) = K(q, q̇) + U (q)

El Lagrangiano L para un robot manipulador de n eslabones es la dife-
rencia entre su energía cinética K y su energía potencial U :

L(q, q̇) = K(q, q̇)−U (q) (2.3)

La ecuación de movimiento de Lagrange para el robot manipulador es la
siguiente:

d
dt

[
∂L(q,q̇)

∂q̇i

]
− ∂L(q, q̇)

∂qi
= τi, i = 1, ..., 5 (2.4)

donde τi es la fuerza aplicada en cada junta.

2.2.3. Modelo dinámico en variables de estado

El modelo dinámico de un robot manipulador de n grados de libertad
está dado por la ecuación (2.5), que en su forma compacta y generalmente
utilizada en el área de robótica está descrita como:

La dinámica de la serie n-eslabones esta descrito en (2.5).

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ (2.5)

Donde M(q) ∈ IRn×n es la matrix de inercia, simetrica y positiva definida pa-
ra el robot manipulador. , C(q, q̇) ∈ IRn×1 es el vector de torques centrípetos y
de Coriolis, g(q) ∈ IRn×1 es el vector de torques gravitacionales, tau ∈ IRn×1

es el vector de torque aplicado de entrada, q ∈ IRn×1 es el vector de des-
plazamiento de las articulaciones, q̇ ∈ IRn×1 es el vector de velocidad de las
articulaciones. La ecuación 2.5 la puede encontrar de forma extendida en el
apéndice A.

El 2-dimensional vector de estado x esta definido como:

x =

[
x1
x2

]
=

[
q
q̇

]
(2.6)



2.2. Modelo dinámico de la estructura mecánica de un robot rígido 19

entonces, el sistema no lineal (2.5) el vector esta descrito en terminos de

estados
[

ẋT
1 ẋT

2

]T
:

d
dt

[
x1
x2

]
=

[
x2

M−1(x1)[τ(t)− C(x1, x2)x2 − g(x1)]

]
(2.7)

Conclusión

Finalmente se presentó la metodología que se utiliza para modelar mate-
máticamente los robots manipuladores, que es necesaria para su validación
en Matlba/Simulink. Cabe mencionar que esto sólo es una aproximación a
la planta real, y que no están consideradas las incertidumbres paramétricas,
aunque esto no es un impedimento para la simulación e implementación del
controlador propuesto, ya que este no necesita el modelo dinámico, sino los
estados.
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Capítulo 3

Control por Modos deslizantes

En este capítulo se presentan las ideas básicas y fundamentos del control
por modos deslizantes, se especifica que se trata sobre el control por modo
deslizante de primer orden el cual introduce a continuación de manera breve
particularizando la descripción y sentando las bases para presentar en detalle
los algoritmos que ayudaran a diseñar el controlador. El SMC es un método
de control no lineal que altera la dinámica de un sistema, aplicando señales
de control discontinuas que forzan al sistema a moverse a una superficie, en
la cual el sistema puede ser llevado a un punto de operación deseado.

3.1. Antecedentes

El desarrollo de estas nuevas ideas se comenzó a desarrollar en la Unión
Soviética en la década de los 60s. Las técnicas de SMC han sido empleadas en
diversos sistemas, por las ventajas desde el punto de vista de robustez que
presenta en su aplicación para el control de sistemas no lineales, variantes en
el tiempo y sistemas con incertidumbre.

La idea de CMD se basa en la introducción de una función de diseño
personalizado, llamada variable deslizante. Tan pronto como la variable de
deslizamiento se hace igual a cero, se define la superficie de deslizamiento.
La idea del SMC es dirigir la trayectoria del sistema a la superficie de desliza-
miento y luego mantenerla ahí por medio del control, aprovechando así las
principales características del modo deslizante: su insensibilidad a las per-
turbaciones externas, máxima precisión, y la convergencia en tiempo finito
de las variables deslizantes a cero.

Se ha utilizado en varias aplicaciones con máquinas eléctricas para con-
trolar tanto velocidad angular como torque, en donde se han encontrado re-
sultados satisfactorios debido al aseguramiento de robustez que proporciona
ésta técnica. La robustez es un requerimiento práctico muy importante en el
desempeño de los sistemas de control en SM. Generalmente, la robustez de
un sistema de control en una maquina eléctrica es caracterizado por estabi-
lidad asintótica y rápida respuesta a la referencia de entrada independiente
de algún cambio en los parámetros de la planta.
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3.2. Fundamentos de Modos Deslizantes

La metodología de diseño de un controlador por modos deslizantes, se
realiza en dos pasos: inicialmente, se escoge una superficie de conmutación
que provea asintóticamente la dinámica deseada en régimen deslizante y,
posteriormente, se diseña el circuito de control para lograr llevar el estado
del sistema a una superficie denominada superficie de deslizamiento y una
vez en ella mantenerlo ante posibles perturbaciones externas. Existen múlti-
ples propuestas para determinar la superficie de deslizamiento y en general
puede ser cualquier función del estado x tal que el error de regulación o se-
guimiento se haga cero en régimen permanente. Por simplicidad considera-
remos lo siguiente:

σ = xi − k = 0; (3.1)

con xi una de las variables de estado del sistema y k una constante de tipo
real, tal que en régimen permanente xi llegue a ser el valor deseado k.

El control por modos deslizantes se caracteriza por dos comportamientos
en lazo cerrado que se denominan modos

Modo de alcance: El sistema se encuentra en este modo cuando se aplica
una ley de control, denominada ley de alcanzabilidad, para forzar el
alcance de la superficie deslizante.

Modo de deslizamiento: es el comportamiento en el que la trayectoria
del estado se desliza sobre la superficie y converge a un estado estable
incluido en dicha superficie, véase la Figura 3.1.

FIGURA 3.1: Representación del modo deslizante
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En la figura 3.1 podemos observar que el sistema tiene una descripción,
cuando la dinámica del sistema se encuentra por encima de la superficie de
deslizamiento (σ(x) > 0), la cual se encuentra denotada como x0 y otra para
cuando se encuentra por debajo de la región de deslizamiento (σ(x) < 0).

Este tipo de control presenta dos ventajas principales:

1. Se puede obtener el comportamiento dinámico deseado del sistema en
lazo cerrado con la elección de la ley de conmutación.

2. El sistema se vuelve insensible a las perturbaciones, incertidumbres pa-
ramétricas, debido a que la dinámica del sistema queda impuesta por
la ley de conmutación y no por el sistema.

Si la trayectoria evoluciona sobre la superficie de deslizamiento se pue-
de decir que el sistema se encuentra en SM. Cuando se encuentra en SM un
sistema puede tener cualquier comportamiento dinámico como tender ha-
cia un punto de equilibrio asintóticamente estable dentro de la superficie de
deslizamiento o seguir una trayectoria de amplitud creciente que lo lleve a
abandonar la región de deslizamiento.

Todos los trabajos de estudiar la estabilidad con control por modos desli-
zantes (SMC) usan el teorema de Lyapunov para asegurar el tipo de estabili-
dad del SMC con el modo deslizante (SM) del sistema.

3.2.1. Solución de Filippov

Considerando inicicialmente el caso donde el sistema tiene una única en-
trada y σ ∈ IRn →∈ IR. Suponga que x0 es un punto de discontinuidad en σ
y se define f c(x0) y f c

+(x0) como los límites de f c(x) como el punto xo está
abordado desde el lado opuesto de una tangente a σ a x0 (Edwards (2010)).
La solucion propuesta por Filippov está dada por

ẋ(t) = (1− α) f c
−(x) + α f+

c(x) (3.2)

donde el escalar 0 < α < 1.
El escalar α se elige de manera que

f c
a := (2− α) f c

− + α f c
+

es tangencial para σ, véase en la figura 3.2
Apunte 2.1. De la discusión anterior, está claro que la solución de Filippov

es una solución media de los dos vectores de "velocidad.en el punto x0.
La Ec. (3.2) puede pensarse como una ecuación diferencial cuyo lado de-

recho se define como el conjunto convexo

F(x) =
{
(1− α) f c

− + α f c
+ : ∀α ∈

[
0 1

]}
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FIGURA 3.2: Esquema de la contrucción de Filippov

y por lo tanto

ẋ(t) ∈ F(x)

Los valores de α garantizan ṫ = 0 puede ser calculado explicitamente de
la Ec. (3.2). Para simplificar, supongamos σ = Sx donde St ∈∈ IRn. Entonces
explicitamente

σ̇ = Sẋ = (1− α)S f c
− + αS f c

+

En order para mantener σ = 0, el escalar α debe satisfacer

(1− α)S f c
− + αS f c

+ = 0

y consecuentemente

α =
S f c
−

S f c
− − S f c

+

para que

ẋ(t) =
S f c
−S f+ − S f c

+S f c
−

S f c
− − S f c

+

3.2.2. Concepto de Control Equivalente

Una forma de llevar a cabo este análisis es mediante el llamado método
de control equivalente atribuido a Utkin. Esto define el control equivalente co-
mo la acción de control necesario para mantener un movimiento de desliza-
miento ideal en S. La idea es aprovechar el hecho de que que en los modos de
deslizamiento convencionales tanto σ = σ̇ = 0. La restricción de la derivada
de σ se puede escribir como
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σ̇ =
∂σ

∂x
dx
dt

=
∂σ

∂x
f (x, u, d) = 0

Esto representa una ecuación algebraica en x, u, y d, y por definición,
el equivalente señal de control ueq(t), que es la función de control continuo
necesaria para mantener deslizante (Edwards (2010)), es la solución para

∂σ

∂x
f (x, ueqd) = 0 (3.3)

Por ejemplo, considere el sistema afín

ẋ = f (x) + g(x)u + d (3.4)

La estructura específica que se ha impuesto aquí asegura que para un de-
terminado x la La entrada de control aparece linealmente. En consecuencia,
la Ecuación (3.3) se simplifica a

∂σ

∂x
f (x) + g(x)ueq +

∂σ

dx
d = 0 (3.5)

y así, siempre y cuando ∂σ
∂x g(x) es no singular. de la Ec. (3.3)

Ueq = −
(

∂σ

∂x
g(x)

)−1 ∂σ

∂x
f (x)−

(
∂σ

∂x
g(x)

)−1 ∂σ

∂x
d (3.6)

La respuesta de ciclo cerrado se obtiene sustituyendo la expresión de la
Ecuación (3.6) por la siguiente (3.4) para producir

ẋ =

(
I − g(x)

(
∂σ

∂x
g(x)

)−1 ∂σ

∂x

)
f (x) +

(
I −

(
∂σ

∂x
g(x)

)−1 ∂σ

∂x

)
d

3.3. Estabilidad mediante el teorema de Lyapunov

La teoria de estabilidad es fundamental en en el estudio de sistemas no
lineales. En diversos tipos de sistemas dinámicos existentes diferentes tipos
de problemas de estabilidad.

La estabilidad de puntos de equilibrio generalmente se caracteriza en el
sentido de Lyapunov, quien fue un matemático ruso que establecio las bases
de la teoría que hoy lleva su nombre.

Un punto de equilibrio se dice que es estable si todas las soluciones que
se inicien en las cercanías del punto de equilirbio permanecen cercanas al
punto de equilibrio, de lo contrario sería inestable. Un punto de equilibrio se
dice asintóticamente estable si todas las soluciones que se inicien en las cer-
canías del punto de equilibrio no sólo permanecen en las cercanías del punto
de equilibrio, sino que además tienden hacia el equilibrio a medida que el
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tiempo se aproxima a infinito.

Consideremos el sistema estacionario

ẋ = f (x) (3.7)

donde f : D → <n es un mapa locamente Lipschitz desde un dominio
D ⊂ Rn4. Supongamos que x̄ ∈ D es un PE Ec. (3.7), es decir f x̄ = 0. Vamos
a caracterizar y estudiar la estabilidad de x̄.

Definición. El PE x = 0 de Ec.(3.7) es

Estable, si para cada ε > 0 existe δ = δ(ε) tal que∥∥x(0)
∥∥ < δ→

∥∥x(t)
∥∥ < ε, ∀t ≥ 0

Inestable si no es estable

Asintóticamente estable si es estable y δ puede elegirse tal que∥∥x(0)
∥∥ < δ→ lı́mt→∞ x(t)

3.3.1. Teorema de Lyapunov

Sea el origen x = 0 un PE de Ec.(3.7), y sea D ≥ Rn un dominio que
contiene el origen. Sea V : D → una función continuamente diferenciable tal
que

V(0) = 0 y V(x) > 0 en D− 0 (3.8)

V̇(x) ≤ 0 en D (3.9)

entonces x = 0 es estable. Más aún, si

V̇(x) < 0 en D− 0 (3.10)

entonces x = 0 es asintoticamente estable.

Demostración. Dado ε > 0 elijamos r ∈ (0, ε] tal que

Br = x ∈ Rn||x| ≤ r ⊂ D

Sea α = min|x|=rV(x). Entonces α > 0 por la Ec. (3.8). Tinenis β ∈ (0, α) y
sea

Ωβ = x ∈ Br|V(x) ≤ β

Entonces Ωβ está en el interior de Br; véase en la figura 3.3. El conjunto
Ωβ tiene la propiedad de que toda trayectoria que comienza en ΩB en t = 0
permanece en ΩB para todo t ≥ 0.
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V̇(x(t)) ≤ 0 → V(x(t)) ≤ V(x(0)) ≤ β, ∀t ≥ 0

FIGURA 3.3: Representación geométrica de los conjuntos en la
prueba del teorema de Lyapunov

Como ΩB es un conjunto compacto (cerrado por definición y acotado por-
que está contenido en Br), tiene una solución única definida para todo t ≥ 0
cuando x(0). Como V es continua y V(0) = 0, existe δ > 0 tal que

‖x‖ ≤ δ → V(x) < β

entonces

Bδ ⊂ ΩB ⊂ Br

y

x(0) ∈ Bδ → x(0) ∈ ΩB → x(t) ∈ ΩB → x(Br), ∀t ≥ 0

Por lo tanto∥∥x(0)
∥∥ < δ→

∥∥x(t)
∥∥ < r ≤ ε, ∀t ≥ 0

Lo que muestra que el PE en x = es estable.

Teorema 3.1 (Teorema básico de Lyapunov) Sea V(x, t) una función no
negativa con derivada V̇ a lo largo de las trayectorias del sistema.

1. Si V(x, t) es localmente positiva definida y V̇(x, t) ≤ 0 localmente en x,
y para todo t, entonces el origen del sistema es localmente estable (en
el sentido de Lyapunov).

2. Si V(x, t) es localmente positiva definida y decresciente, y V̇(x, t) ≤ 0
localmente en x, y para todo t, entonces el origen del sistema es unifor-
me localmente estable (en el sentido de Lyapunov).
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3. Si V(x, t) es localmente definido positivo y decreciente, y −V̇(x, t) es
definida localmente positiva, entonces el origen del sistema es unifor-
memente localmente asintóticamente estable.

4. Si V(xt) es positivo definido y decreciente, y −V̇(x, t) es positivo de-
finido, entonces el origen del sistema es globalmente uniformemente
asintóticamente estable.

Una función V(x, t) que cumple con las condiciones impuestas en el mé-
todo directo de Lyapunov, se denomina función de Lyapunov. Este método es
una herramienta de análisis muy poderosa. Sin embargo, presenta dos des-
ventajas. La primera es que no hay un método sistemático para hallar una
función de Lyapunov por lo tanto hay que proponer una función candidata
de Lyapunov y probar si la misma cumple con los requisitos de estabilidad.
La segunda es que el teorema sólo brinda condiciones suficientes por lo tan-
to el hecho de no encontrar una función candidata a Lyapunov que satisfaga
las condiciones de estabilidad o de estabilidad asintótica no significa que el
origen es inestable o asintóticamente estable.

3.4. Diseño del Sliding Mode Control

Considere el sistema (2.7) el cual se requiere compensar através de una ley
de control por Modos Delizantes, para ello primero se propone una superficie
de deslizamiento adecuada (Shtessel (2010)),

σ = σ(x1, x2) = x2 + cx1, c > 0 (3.11)

Para que los estados del sistema puedan alcanzar convergencia asintóti-
ca en cero en presencia de una perturbación acotada f (x1, x2, t), se tiene que
forzar σ a cero en tiempo finito por medio de una acción de control u. Este
problema se puede resolver aplicando la teoría de Lyapunov, para la dinámi-
ca de σ a partir de las ecuaciones (2.7) y (3.11):

σ̇cx2 + f (x1, x2, t) + u, σ(0) = σ0 (3.12)

Para (3.12) se propone la siguiente función de Lyapunov

V =
1
2

σ2 (3.13)

Para obtener la estabilidad asintótica para un punto de equilibrio debe
satisfacer las siguientes condiciones:

a) V̇ < 0, f or σ 6= 0

b) lı́m
|σ|→∞

V = ∞
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La condición (b) es satisfecha por (3.13). Para que la variable de desliza-
miento σ alcance la convergencia en tiempo finito, la condición (a) se trans-
forma en:

V̇ ≤ −αV1/2, α > 0 (3.14)

Si (3.14) es integrada sobre 0 ≤ tR ≤ t, se obtiene

V1/2(t) ≤ −1
2

αt + V1/2(0)

Si V(t) alcanza la estabilidad en tiempo finito entonces tR está acotada
por

tR ≤
2V1/2(0)

α

La derivada de V, se calcula como

V = σσ̇ = σ(cx2 + f (x1, x2, t) + u)

proponiendo u = −cx2 + υ, se obtiene la condición

V̇ = σ f (x1, x2, t) + υσ

donde υ = −ρsign(σ), y

sign(x)


1 i f x > 0
−1 i f x < 0

∈ [−1, 1] i f x = 0

entonces se tiene

V̇ ≤|s| L−|s|K = −|s| (K− L)

V̇ ≤ − α√
2
|s| , α > 0

V̇ ≤ −|s| (K− L) = − α√
2
|s|

K =
α√
2
|s|

Por lo tanto, la ley de control que estabiliza al sistema en tiempo finito es

u = −cx2 − psign(σ)

3.4.1. Variable de deslizamiento

Primero, se introduce la compensación deseada para la dinámica del sis-
tema (2.5), para esto, se seleciona (3.15) como una ecuación homogénea lineal
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invariante en el tiempo (Shtessel Y,(2010)):

cix1 + x2 = 0, c > 0 i = 1, ..., 5 (3.15)

Para compensar la dinámica, se introduce una nueva variable en el espa-
cio de estado del sistema (2.5)

σ = σ(x1, x2) = cx1 + x2, c > 0, (3.16)

El principio del diseño del Control de Super-Twisting es forzar el error
y la derivada del error al origen (Utkin (1999)) . Para el método de STC, se
escoge la variable de deslizamiento como:

σ(e) = ce + ė, c > 0 (3.17)

El error y la derivada del error son definidas como:

e =xd
1 − x1

ė =xd
2 − x2

Donde xd
1 y xd

2 son la posición deseada y la velocidad deseada, respectiva-
mente.

De (3.17), la derivada de la dinámica del sistema (2.5) and (3.16) es:

σ̇ = cė + ë, c > 0 (3.18)

Donde ë es el error de aceleración.

3.5. Super-Twisting

3.5.1. Fundamentos del algoritmo de Super-Twisting

El algoritmo de Super-Torsión es un algorito de 2-MD, fue especificamen-
te diseñado para sistemas de grado relativo 1 con respecto a la variable de
deslizamiento, esto se debe a que el propio algoritmo de control está com-
puestp por un estado integral, y para reducir el efecto del chattering. La ac-
ción de control está compuesta por dos términos, la primera se define a partir
de su derivada (discontinua) mientras que el otro, que está presente en el mo-
do de alcance, es una función de la variable de deslizamiento.

La forma en que las trayectorias del sistema controlado convergen al ori-
gen en el plano de deslizamiento σ̇ − σ es realizando rodeos característicos
alrededor del mismo. Con una correcta elección de parámetros, este algorit-
mo converge en tiempo finito luego de describir una trayectoria similar a la
de una torsión.
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FIGURA 3.4: Trayectoria del Controlador de Super-Torsión

3.5.2. Diseño del Super-Twisting Control

En el diseño del controlador sliding mode convencional es diseñado para
conducir la variable de deslizamiento a cero, a pesar de lo cual se obtiene la
solución al problema de seguimiento de la salida. En muchos casos, el con-
trol de conmutación de alta frecuencia es impráctico, y el control continuo es
necesario.

Para llevar la variable deslizante (3.16) a cero en tiempo finito probamos
la opción siguiendo un control continuo:

u = c|σ|
1
2 sign(σ), c > 0 (3.19)

Asumiendo que el término de perturbación acumulativa φ(y, ẏ, t) = 0 en
la equación de la dinámica del sistema Ec.(3.18) llega a ser

σ̇ = −c|σ|
1
2 sign(σ), σ(0) = σ0 (3.20)

Integrando Ec.(3.20) se obtiene∣∣σ(t)∣∣ 1
2 −|σ0|

1
2 = − c

2
t (3.21)

Se desea identificar el instante de tiempo t = tr así que σ(tr = 0), esto
está dado por

tr =
2
c
|σ0|

1
2 (3.22)

Así que el control en la Ec. (3.19) conduce la variable de deslizamiento a
cero en un tiempo finito (3.22). Sin embargo, en el caso de φ(y, ẏ, t) 6= 0, la
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compensación de la dinámica es

σ̇ = φ(y, ẏ, t)− c|σ|
1
2 sign(σ), σ(0) = σ0 (3.23)

y la convergencia a cero no ocurre.

Si pudiéramos añadir un término a la función de control (3.19) para que
comience a seguir a la perturbación φ(y, ẏ, t) 6= 0 en tiempo finito, entonces
la perturbación será compensada completamente. Tan pronto como se cance-
le la perturbación, la dinámica de la variable deslizante coincidirá con la Ec.
(3.20).

Asumiendo
∣∣φ̇(y, ẏ, t)

∣∣ ≤ C el siguiente control


u = c|σ|

1
2 sign(σ) + w

ẇ = bsign(σ)
(3.24)

hace que la dinámica compesada sea
σ̇ + c|σ|

1
2 sign(σ) + w = φ(y, ẏ, t)

ẇ = bsign(σ)
(3.25)

El control 3.24 satisface nuestras expectativas. y el termino w llega a ser
igual a φ(y, ẏ, t) en un tiempo finito, y por lo tanto la Ec.(3.25) se convierte en
Ec. (3.20). Consecuentemente σ→ 0 converge en tiempo finito.

El control de Super-Torsión exhibe las siguientes propiedades:

El control de Super-Torsión (3.24) es un control de modos deslizantes
de segundo orden, donde σ y σ̇→ 0 en tiempo finito.

El control de Super-Torsión (3.24) es continuo a que tanto c|σ|
1
2 y el

término w = b
∫

sign(σ)dt son continuos. Ahora, el termino de comu-
tación de alta frecuencia sign(σ) está " oculto"debajo de la integral.

Conclusión

Con base a las investigaciones que se han llevado acabo sobre los modos
deslizantes, es bien sabido que el controlador de Super Torsión es eficiente y
suficiente para estabilizar en tiempo finito la dinámica de una planta, mejorar
la robustes de la planta, y este ha sido implementado en sistemas electrome-
cánicos y no es difícil su implementación. La idea principal de este trabajo
es diseñar el controlador para manipulador robótico 5-DOF CRS Catalyst-5
basado en STA. Este Robot tiene que tener por defecto un controlador PD,
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mejorar el control del seguimiento de la trayectoria es la prioridad. El el sis-
tema robótico debe ser controlado conociendo sus principales características
como su cinemática y dinámica. Para la realización de una tarea en particu-
lar, se usó MATLAB/Simulink para validar el modelo dinámico y simular el
controlador propuesto. Se utilizaron los polinomios de enésima orden para
ajustar los rastreo de trayectoria que denota el tiempo, velocidad y acelera-
ción. Los resultados de la simulación del controlador de DP y STC se compa-
ran para la estabilización de las articulaciones de Robot CRS Catalyst-5 para
referencias constantes y planificadas trayectorias.
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Capítulo 4

Formulación del problema

En el presente capítulo se presenta el robot manipulador CRS Catalyst-5,
su arquitectura abierta y funcionamiento general, el método de control pro-
puesto, su diseño, estudio y validación en Matlab/Simulink.

4.1. CRS Catalys-5

El robot manipulador CRS Catalyst-5T mostrado en la figura 4.1, es un
robot articulado de 5 g.d.l. Tiene cinco articulaciones que son actuadas por
cinco motores.

FIGURA 4.1: CRS Catalyst-5 perteneciente a la UNACAR

Existen diversos problemas de control para sistemas mecánicos que están
basados en manipular la posición o localización de una masa. Un ejemplo
típico es un brazo manipulador con n grados de libertad, estos sistemas son
complejos y no lineales. La problemática común es modelar matematicamen-
te la dinámica del sistema, para esto hay diversas herramientas dispobibles.
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Asegurar la estabilidad de la posición es una tarea importante, pues los bra-
zos manipuladores generalmente son usados en la industria para trabajos de
alto riesgo. Debido a esto, no sólo se busca la estabilidad, sino también la
robustez del sistema ante perturbaciones. En el presente trabajo se propone
desarrollar un algoritmo de Control de Super-Twisting (STC) para mejorar
el comportamiento del Robot Manipulador CRS Catalyst-5 de CRS Robotics
Corporation.

4.1.1. Proceso de control del CRS Catalyst-5

Es sistema es alimentado con el controlador C500C que tiene toda la ca-
pacidad de hacer funcionar robots industriales. El controlador C500C contie-
ne controladores convencionales de lazo cerrado tipo PID operando en cada
motor. Para configurar el robot CRS en arquitectura abierta, se requiere el si-
guiente hardware (véase la fig. 4.2):

1. CRS Catalyst-5T Robot (véase fig. 4.1)

2. Servo Gripper (véase fig. 4.1)

3. C500C/Q8 Interface (véase fig. 4.2)

4. PC con el software QuaRC (véase fig. 4.2)

5. Tarjeta de adquisición de datos Quard Q8 (véase fig. 4.3)

(a) (b)

FIGURA 4.2: (a) PC y controladpr c500, (b) Hardware de la PC

La tarjeta Quanser Q8 es una innovadora tarjeta de control con una amplia
gama de entradas y salidas. Una gran variedad de dispositivos con senso-
res analógicos y digitales, así como codificadores de cuadratura, se conectan
fácilmente al Quanser Q8. Esta solución de una sola placa es ideal para su
uso en sistemas de control y aplicaciones de medición complejas. El software
QuaRC contiene librerías, drivers, y herramientas para crear un entorno de
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FIGURA 4.3: Tarjeta de adquisición de datos Q8

programación adecuado para controlar el robot Catalyst CRS-5.

El proceso de control se puede ilustrar en la figura (4.4). Su flujo consta de
definir los comandos de posición angular deseada, en este paso los números
constantes del valor de las posiciones deseadas en grados es convertido en
radianes, las señales entran en radianes a los bloques de control para reali-
zarse el cáculo, después de esto se envían a un convertidor digital analógico
para su amplificación, entran a la planta (en este punto el robot se empieza a
mover), los encoders mandan señales de regreso para la retroalimentación y
es interpretada señales actuales de los motores.

FIGURA 4.4: Proceso de control del robot CRS-Catalyst 5

4.1.2. Modelo Dynámico CRS-Catalyst 5 por medio de las ecua-
ciones de movimiento de Euler-Lagrange

Para llevar acabo las simulaciones en Matlab/Simulink es necesario te-
ner el modelo mantemático de la planta para poder denotarlo en bloques
de funciones los cuales tendran múltiples entradas y múltiples salidas. Por
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medio de esto, podemos obtener los estados del sistema, y otras variables
que son necesarias para validar los controladores. A partir de las ecuaciones
de movimiento de Euler-Lagrange se presenta el modelo dinámico del ro-
bot manipulador CRS Catalyst-5, a continuación se muestra las matrices que
comprende la Ec. (2.5).

4.2. Diseño de Sliding Mode Control

Para probar la estabilidad, primero, se debe obtener la derivada de la va-
riable de deslizamiento (3.18) y sustituir el error de aceleración.

σ̇ =cė + ẋd
2 − x2

=cė + ẋd
2 −

(
M−1(x1)

[
τ − C(x1, x2)x2 − g(x1)

])
(4.1)

donde υ es el algoritmo de Super-Twisting y está descrito como sigue (Le-
vant(2010)):

ρ = −ksing(σ), k > 0 (4.2)

donde

sign(x)


1 i f x > 0
−1 i f x < 0

∈ [−1, 1] i f x = 0
(4.3)

Se propone la ley de control basado en el algoritmo de Super-Twisting como
sigue:

τ = M(x1)

[
υ + cė + ẋd

2

]
+ C(x1, x2)x2 + g(x1) (4.4)

4.2.1. Estudio de estabilidad del Sliding Mode Control

Para la dinámica σ (3.18) se seleciona una función candidata de Lyapunov
(Levant (2010)).

V =
1
2

σσT (4.5)

Para obtener la estabilidad asintótica para un punto de equilibrio debe
satisfacer las siguientes condiciones:

1. V̇ < 0, f or σ 6= 0

2. lı́m
|σ|→∞

V = ∞

La derivada de (4.15) es calculada como:

V̇ = σTσ̇ (4.6)
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Sustituyendo (4.12) en (4.16)

= σT
[

cė + ẋd
2 −

(
M−1(x1)

(
τ − C(x1, x2)x2 − g(x1)

))]
(4.7)

Sustituyendo la ley de control (4.14) en (4.17)

=σT
[

cė + ẋd
2 −

(
M−1(x1)

(
M(x1)

[
υ + cė + ẋd

2

]
(4.8)

−C(x1, x2)x2 − g(x1) + C(x1, x2)x2 + g(x1)

)]
(4.9)

≤σ

[
cė + ẋd

2 − υ− cė− ẋd
2

]
(4.10)

≤ksign(σ) (4.11)

Por lo tanto
V̇ ≤ 0

4.3. Diseño de Super-Twisting Control

Para probar la estabilidad, primero, se debe obtener la derivada de la va-
riable de deslizamiento (3.18) y sustituir el error de aceleración.

σ̇ =cė + ẋd
2 − x2

=cė + ẋd
2 −

(
M−1(x1)

[
τ − C(x1, x2)x2 − g(x1)

])
(4.12)

donde υ es el algoritmo de Super-Twisting y está descrito como sigue (Le-
vant(2010)):

υ = −α|σ|
1
2 sign(σ)− β

∫ t

0
sign(σ)dz, α, β > 0 (4.13)

Se propone la ley de control basado en el algoritmo de Super-Twisting
como sigue:

τ = M(x1)

[
υ + cė + ẋd

2

]
+ C(x1, x2)x2 + g(x1) (4.14)

4.3.1. Estudio de estabilidad del Super-Twisting Control

Para la dinámica σ (3.18) se seleciona una función candidata de Lyapunov
(Levant (2010)).

V =
1
2

σσT (4.15)
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Para obtener la estabilidad asintótica para un punto de equilibrio debe
satisfacer las siguientes condiciones:

1. V̇ < 0, f or σ 6= 0

2. lı́m
|σ|→∞

V = ∞

La derivada de (4.15) es calculada como:

V̇ = σTσ̇ (4.16)

Sustituyendo (4.12) en (4.16)

= σT
[

cė + ẋd
2 −

(
M−1(x1)

(
τ − C(x1, x2)x2 − g(x1)

))]
(4.17)

Sustituyendo la ley de control (4.14) en (4.17)

=σT
[

cė + ẋd
2 −

(
M−1(x1)

(
M(x1)

[
υ + cė + ẋd

2

]
(4.18)

−C(x1, x2)x2 − g(x1) + C(x1, x2)x2 + g(x1)

)]
(4.19)

≤σ

[
cė + ẋd

2 − υ− cė− ẋd
2

]
(4.20)

≤α|σ|
1
2 sign(σ) + β

∫ t

0
sign(σ)dz (4.21)

Por lo tanto
V̇ ≤ 0

4.4. Diseño de trayectorias con polinomios

Para un sistema robótico, la definición de una trayetoria se realiza sobre
la base de una colección de puntos que definen el viaje de debe recorrer el
actuador final, o cualquier otro elemento del sistema, con el objetivo de cum-
plor una tarea.

El objetivo de planeación de trayectorias es precisamente la generación de
una metodología compacta que permita definir no solo los puntos en la que
la trayectoria, sino el tiempo en el que deberán ser efectivamente alzancados
y algunas características sobre la velocidad y la aceleración que el actuador
final deberá cumplir en el momento de alcanzar cada punto.

Una de las soluciones más comunes para el diseño de trayayectorias se
soluciona con el uso de funciones polimoniales para definir la trayectoria de
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cada articulación. La adopción de estas expresiones permite asegurar propie-
dades adecuadas en la generación de puntos y el cumplimiento de restriccio-
nes de frontera, como son velocidades de inicio o llegada y las aceleraciones
iniciales o finales.

El método se basa en el postulado de que una trayectoria pueda ajustarse
al trazo de una función polimonial de grado n, que permite generar la solu-
ción para un conjunto de n restricciones de frontera en el sistema.

Las funciones polimoniales que se consideran son dependientes del tiem-
po, y en general, cuentan con la estructura siguiente:

θ(t) = c0 + c1t + c2t3 + ... + cn,1tn−1 + cntn (4.22)

Para el caso de una sola articulación, las condiciones tipo frontera de ini-
cio son la posición inicial θi, en el tiempo ti, así como la velocidad inicial nula
(inicio desde el estado de reposo), que pueden expresarse como:

θi(t f ) =θi

θ̇i(ti) =0 (4.23)

La segunda condición tipo frontera tiene que ver con los valores de llegada,
es decir, el valor final θ f que deben cumplirse en el tiempo t f y la velocidad
correspondiente al alcanzar dicho punto final. Ambas pueden expresarse co-
mo:

θ f (t f ) =θ f (4.24)

θ̇ f (t f ) =0 (4.25)

4.4.1. Polinomios de quinto grado

Los polinomios de tercer grado no contemplan la definición de una condi-
ción de frontera para la aceleración, que termina calculándose directamente
omo la segunda derivada del polinomio de posición. La trayectoria derivada
de un polinomio de tercer grado comúnmente genera valores considerables
para la aceleración, y difícilmente puede asegurar una aceleración cero al
inicio o al final de la trayectoria. Esta limitante condiciona seriamente la ca-
pacidad del generador de trayectorias basado en polinomios de tercer grado
para asegurar una operación regulada en cuanto a la aceleración, y por lo
tanto en cuanto a la fuerza al inicio y fin de la trayectoria.

Con el objetivo de superar estos inconvenientes, se debe considerar un
par de condiciones de frontera adicionales para restringir le valor de la ace-
leración inicial y el valor para la aceleración final, elevando el número total
de condiciones a seis con la inclusión de la condición de frontera para la ace-
leración.

Al incrementar el número de condiciones de frontera, es necesario recu-
rrir a un polinomio de mayor grado que permita disponer de por lo menos
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seis coeficientes y, por tanto, el manejo de seis condiciones de frontera.

La elección natural es la ecuación de un polinio de quinto grado que re-
quiere seis coeficientes, como se ilustra a continuación.

θ(t) = c0 + c1t + c2t2 + c3t3 + c4t4 + c5t5 (4.26)

La expresión para la velocidad puede obtenerse de forma simple como su
primera derivada:

θ̇(t) = c1 + 2c2t + 3c3t2 + 4c4t3 + 5c5t4 (4.27)

La aceleración se deriva de la ecuación para la velocidad como:

θ̈(t) = 2c2 + 6c3t + 12c4t2 + 20c5t3 (4.28)

Enumerando los polinomios para el tiempo inicial ti y el tiempo final t f ,
generándose las expresiones siguientes:

θ(ti) =c0 + c1ti + c2t2
i + c3t3

i + c4t4
i + c5t5

i (4.29)

θ̇(ti) =c1 + 2c2ti + 3c3t2
i + 4c4t3

i + 5c5t4
i (4.30)

θ̈(ti) =2c2 + 6c3ti + 12c4t2
i + 20c5t3

i (4.31)

θ(t f ) =c0 + c1t f + c2t2
f + c3t3

f + c4t4
f + c5t5

f (4.32)

θ̇(t f ) =c1 + 2c2t f + 3c3t2
f + 4c4t3

f + 5c5t4
f (4.33)

θ̈(t f ) =2c2 + 6c3t f + 12c4t2
f + 20c5t3

f (4.34)

Suponiendo que el trazo de la trayetoria comienza en ti = 0, sin perder
generalidad en la demostración, las primeras tres expresiones puede simpli-
ficarse para obtener los valores de los coeficientes c0, c1 y c2 como sigue:

θ(ti) =c0 θi = c0

θ̇(ti) =c1 θ̇i = c1 (4.35)

θ̈(ti) =2c2 θ̈i = 2c2 c2 =
1
2

θ̈i

Esta última expresión presenta una útil simplificación en la notación con-
siderando θ(ti) = θi, θ̇(ti) = θ̇ y θ̈(ti) = θ̈i. En la figura 4.5 se representan las
condiciones de frontera en un esquema hecho en Matlab/Simulink.

Las ultimas tres expresiones para el tiempo t f se modifican con la nueva
notación (sustituyendo t f con t) y los valores c0, c1 y c2;
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FIGURA 4.5: Condiciones de frontera

θi =θi + θ̇it + c2t2 + c3t3 + c4t4 + c5t5

θ̇i =θ̇i + ��2
(

1
��2

θ̈i

)
t + 3c3t2 + 4c4t3 + 5c5t4 (4.36)

θ̈ f =��2
(

1
��2

θ̈i

)
+ 6c3t + 12c4t2 + 20c5t3

Esta sustitución da origen a tres expresiones que pueden considerarse co-
mo un sistema de ecuaciones simultaneas con tres coeficientes para ser de-
terminados c3, c4 y c5, tal y como se ilustra a continuación.

θi =θi + θ̇it + c2t2 + c3t3 + c4t4 + c5t5

θ̇i =θ̇i + θ̈it + 3c3t2 + 4c4t3 + 5c5t4 (4.37)

θ̈ f =θ̈i + 6c3t + 12c4t2 + 20c5t3

En la figura 4.6 se muestra un diagrama en Matlab/Simulink donde es
representado en bloques el sistema de ecuaciones de orden mayor para de-
terminar la posición deseada, velocidad deseada y aceleración deseada que
son necesarias para la ley de control (4.14).

De forma compacta, el valor de cada uno de los coeficientes c3, c4 y c5
puede calcularse de la siguiente manera.

c3 =
1

T3

[
10(θ f − θi)− (4θ̇ f + 6θ̇i)T − (

3
2

θ̈ f −
1
2

θ̈i)T2
]

(4.38)

c4 =
1

T4

[
15(θ f + θi) + (7θ̇ f + 8θ̇i)T + (

3
2

θ̈ f − θ̈i)T2
]

(4.39)

c5 =
1

T5

[
6(θ f + θi)− 3(θ̇ f + θ̇ f )T − (

1
2

θ̈ f −
1
2

θ̈i)T2
]

(4.40)
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FIGURA 4.6: Esquema planeación de trayectorias

Donde la variable T representa la diferencia entre el tiempo final e inicial,
T = (t f − ti). Esta inclusión habilita el uso de estas expresiones para extender
la generación de trayectorias a cualquier valor de tiempo y, por tanto, habili-
ta la construcción de trayectorias mediante puntos vía cuyos trazos pueden
comensar en cualquier instante de tiempo.

Conclusión

Con el estudio de estabilidad basado en el teorema de Lyapunov, se de-
muestra que la estabilidad de la planta está asegurada en tiempo finito. Las
ganancias de la superficie de deslizamiento y del algoritmo de Super-Torsión
son valores positivos. La generación de trayectoria es indispensable, ya que
usando los polinomios de orden mayor, podemos determinar los valores
deseados de los estados como la velocidad y la aceleración. Estos estados
se usan en la ley de control propuesta.
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Capítulo 5

Resultados de simulaciones y
discusiones

En este capítulo se presentan las simulaciones en Matlab/Simulink, los
esquemas de control de los controladores PD, SMC, y STC y sus resultados.
De igual manera se trata la implementación en línea del robot manipulador
CRS-Catalyst-5 usando Matlab/Simulink, sus esquemas de control y sus re-
sultados experimentales. La representación virtual del robot se puede llevar
acabo por medio de bloques de funciones que contienen su modelo dinámico
y parámetros físicos. Estas simulaciones muestran el rendimiento del contro-
lador PD, SMC y del STC de manera independiente.

Las pruebas experimentales se llevaron a cabo en las instalaciones de la
UNACAR, laboratorio de robótica. En la figura 5.1 se muestra el equipo com-
pleto de lazo cerrado para operar el robot manipulador CRS-Catalyst 5. El
robot es operado de manera alámbrica desde una computadora de escritorio,
que está conecta al amplificador c5000 por medio de una tarjeta Quarc.

FIGURA 5.1: Pruebas experimentales en el laboratorio.
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5.1. Simulaciones

Las simulaciones de los controladores PD, SMC y STC fueron programa-
das para alcanzar referencias constantes para cada articulación, de igual ma-
nera para seguimiento de trayectorias deseadas. Las referencias constantes
que se usaron son de 0.75rad para la articulación 1, 0.5rad para la articula-
ción 2, 0.3rad para la articulación 3, 1.5rad para la articulación 4, y 1rad para
la articulación 5.

A continuación se muestra los esquemas de control en Matlab/Simulink
de las simulaciones, gráficas del rendimiento en cuanto alcance de referencia,
seguimiento de trayectoria, error de posición y torque aplicado. Todo esto se
lleva acabo en simulaciones de 10 segundos, y las unidades de posición están
dadas en radianes.

5.1.1. Controlador Proporcional Derivativo

La posición de cada motor en cada articulación del robot manipulador
CRS-Catalyst es controlado con un sistema de retroalimentación de lazo ce-
rrado proporcional derivativo. Este tipo de controlador se puede describir
como sigue:

u = kp(xd(t)− x(t))− kd

(
d
dt

x(t)
)

(5.1)

donde kp es la ganancia de control proporcional, kd es la ganancia de control
derivativo. La salida de control u es el voltaje de la salida análoga de los
canales de Q8 de la tarjeta y es amplificada por el C500C.
Las ganancias del controlador están definidas de la siguiente manera:

Eslabón Kp Kd
1 171.9 5.73
2 171.9 5.73
3 171.9 5.73
4 171.9 5.73
5 171.9 0.688

TABLA 5.1: Ganancias del PDC

La posición está representada con la variable x, y la posición deseada por
xd. Las ganancias y la ley de control del robot (PD) fueron adquiridas del
manual del mismo.
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5.1.2. Esquema del controlador PD

En la figura 5.2 se muestra el esquema de control en Matlab/Simulink del
PDC en diagrama a bloques.

FIGURA 5.2: Esquema de Control Proporcional Derivativo
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5.1.3. Control de Modos Deslizantes

La simulación del SMC fue simulada en un tiempo de 10 segundo con
una ganancia de K = 16.

5.1.4. Esquema del SMC

La figura 5.3 se presenta el esquema en Matlab/Simulink usando el SMC.

FIGURA 5.3: Esquema de Control de Modos Deslizantes
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5.1.5. Control de Super-Torsión

En esta sección se muestra el esquema de control y la simulación del Con-
trol de Super-Torsión en Matlab/Simulink. Las ganancias del STC fueron sin-
tonizadas de manera experimental y son las que se muestran en la siguiente
tabla (5.2).

c 4
α 0.25
β 0.5

TABLA 5.2: Ganancia del STC

5.1.6. Esquema del STC

La figura 5.4 muestra el esquema de control de la simulación de STC en
Matlab/Simulink.)

FIGURA 5.4: Esquema de Control de Super-Twisting
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5.2. Resultados de las simulaciones

En esta sección se presentan los resultados de las simulaciones de los con-
troladores PDC, SMC, STC en Matlab/Simulink. Los tiempos de simulación
fueron establecidos para ser realizados en 10 segundos. Las trayectorias fue-
ron planeadas con los polinomios de alto orden que fueron estipulados en la
seccón capítulo número 4.

5.2.1. Simulación del seguimiento de trayectoria

En las siguientes figuras se muestran los resultados del seguimiento de
trayectoria para los eslabones que comprenden del primero al quinto. Clara-
mente se puede preciar que los tres controladores muestran un buen desem-
peño. En la figura 5.5 se muestra el resultado de las tres simulaciones con
PDC, SCM y STC. La referencia es de 1 radián, que equivale a 180 grados. En
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FIGURA 5.5: Seguimiento de trayectoria para el eslabón 1 con
una referencia de 1 radián.

la figura 5.6 se muestra el resultado de las tres simulaciones con PDC, SCM
y STC. Las tres simulaciones fueron hechas para que el eslabón 2 alcance una
referencia de 0,78 radianes, que equivale a 140.4 grados arpoximadamente.
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FIGURA 5.6: Seguimiento de trayectoria para el eslabón 2 con
una referencia de −0,78 radianes.
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En la figura 5.7 se muestra el resultado de las tres simulaciones con PDC,
SCM y STC. Las tres simulaciones fueron hechas para que el eslabón 3 alcance
una referencia de 0,35 radianes, que equivale a 63 grados arpoximadamen-
te. El PDC es el que muestra peor desempeño en cuanto seguimiento. En la
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FIGURA 5.7: Seguimiento de trayectoria para el eslabón 3 con
una referencia de 0,35 radianes.

figura 5.8 se muestra el resultado de las tres simulaciones con PDC, SCM y
STC. Las tres simulaciones fueron hechas para que el eslabón 4 alcance una
referencia de 0,35 radianes, que equivale a 63 grados arpoximadamente.
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FIGURA 5.8: Seguimiento de trayectoria para el eslabón 4 con
una referencia de 0,35 radianes.

En la figura 5.9 se muestra el resultado de las tres simulaciones con PDC,
SCM y STC. Las tres simulaciones fueron hechas para que el eslabón 4 alcance
una referencia de 0,53 radianes, que equivale a 95.4 grados arpoximadamen-
te.
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FIGURA 5.9: Seguimiento de trayectoria para el eslabón 5 con
una referencia de 0,53 radianes.

5.2.2. Simulación del error de seguimiento de trayectoria

En las siguientes figuras se muestra la simulación de los tres controlado-
res del error de seguimiento de trayectoria para los eslabones que compren-
den del primero al quinto.. A pesar que en las figuras anteriores se muestra
un buen rendimiento en el seguimiento de trayectorias, en la gráficas de error
de seguimiento de trayectoria del STC es mucho menor comparándolo con
el PDC y SMC, y que se comporta de una manera más suave.

En la figura 5.10 se muestra el error de posición del seguimiento de ma-
nera suave a una referencia de 1 radián usando los tres controladores para el
primer eslabón. En la parte superior izquierda de cada gráfica se puede ver el
orden en el que están, en base a esto, denotamos que el STC tiene que menor
error que los demás controladores.
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FIGURA 5.10: Error de seguimiento de trayectoria para el esla-
bón 1 con una referencia de 1 radianes.

En la figura 5.11 se muestra el error de posición del seguimiento de mane-
ra suave a una referencia de 0.78 radiánes usando los tres controladores para
el primer eslabón. En la parte superior izquierda de cada gráfica se puede
ver el orden en el que están, en base a esto, denotamos que el STC tiene que
menor error que los demás controladores.
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En la figura 5.11 se muestra el error de posición al seguimiento de los tres
controladores para el segundo eslabón. Se puede apreciar que el comporta-
miento de la señal es muy suave del STC y que está en un orden de x10−6.
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FIGURA 5.11: Error de seguimiento de trayectoria para el esla-
bón 2 con una referencia de −0,78 radianes.

En la figura 5.12 se muestra el error de seguimiento de trayaectoria para
el tercer eslabón. De igual manera que las pruebas anteriores, el comporta-
miento del error del STC sigue siendo más suave y de menor grado.
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FIGURA 5.12: Error de seguimiento de trayectoria para el esla-
bón 3 con una referencia de 0,35 radianes.

En la figura 5.13 se muestra el error de seguimiento de trayaectoria para
el cuarto eslabón. En estas gráficas podemos observar que los tres controla-
dores tienen un rango de error muy pequeño, inclusivo que el SMC está está
en el mismo que STC, aunque el STC se sigue comportando de mejor manera
y es más chico.

En la figura 5.14 se muestra el error de seguimiento de trayaectoria para
el quinto eslabón. Como podemos observar, todas las gráficas tienen com-
portamientos similares. En el SMC se ver que la señal tiene más oscilaciones
que PD y STC, que el comportamiento del PD comparado al SMC es más
suave pero con mayor error, y en cuánto al STC tiene menor error y mejor
comportamiento que los demás controladores.
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FIGURA 5.13: Error de seguimiento de trayectoria para el esla-
bón 4 con una referencia de 0,35 radianes.
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FIGURA 5.14: Error de seguimiento de trayectoria para el esla-
bón 5 con una referencia de 0,53 radianes.

5.2.3. Simulación de la fuerza aplicada a los motores

En las siguientes imágenes se muestran los resultados de la simulación de
la fuerza aplicada en Nm/s2 a cada motor que se encuentra ubicado en las
articulaciones de los eslabones, usando los tres controladores.

En la figura 5.15 se muestra la fuerza aplicada al motor de la articulación
del primer eslabón.
Como se puede observar el comportamiento de la señal es muy diferente
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FIGURA 5.15: Fuerza aplicada al motor de la articulación 1.
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en cada controlador, notablemente el SMC tiene un mayor uso de fuerza y
de oscilaciones en alta frecuencia, el PDC tiende a empezar con una fuerza
mayor y baja considerablemente con el paso del tiempo. En cambio, el STC
al comienzo de la simulación se puede ver que aunque empiece con mayor
fuerza que el resto de la simulacion, la magnitud de esta través del tiempo es
muy baja.

En la figura 5.16 se muestra los resultados dde la simulación para la fuerza
aplicada al motor de la segunda articulación. de igual manera que el primer
eslabón, el comportamiento es muy similar, sólo que en la simulación del SCT
la fuerza que se aplica al segundo motor es mucho mayor a la del primero.
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FIGURA 5.16: Fuerza aplicada al motor de la articulación 2.

En la figura 5.17 se muestra los resultados de la simulación de la fuerza
apliacada al motor de la tercera articulación.
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FIGURA 5.17: Fuerza aplicada al motor de la articulación 3.

En la figura 5.18 se muestra los resultados de la simulación de la fuerza
apliacada al motor de la cuarta articulación. En estas gráficas se puede notar
que el la magnitud de fuerza baja considerablemente para los tres controla-
dores.
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FIGURA 5.18: Fuerza aplicada al motor de la articulación 4.

En la figura 5.19 se muestra los resultados de la simulación de la fuerza
apliacada al motor de la articulación cinco. Estas simulaciones son las de me-
nor rango encuanto a magnitud.
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FIGURA 5.19: Fuerza aplicada al motor de la articulación 5.

Con respecto a los resultados previos, se puede declarar que el STC es
tiene un mejor rendimiento y comportamiento en cuanto a la fuerza a pli-
cada, un rango de error de seguimiento de trayectoria menor a los demás
controladores, y un buen desempeño en el seguimiento de trayectoria.
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5.3. Resultados experimentales de la implementa-
ción

Es esta sección se presenta la implementación en linea del controlador PD
y del STC, los esquemas de control, las gráficas de seguimiento de trayectoria,
error de seguimiento de trayectoria y la fuerza aplicada a cada motor.

5.3.1. Esquema del controlador PD

En la figura 5.20 se muestra el programa de posición por default que con-
tiene el robot manipulador CRS Catayst 5 en Matlab/Simulink. Este progra-

FIGURA 5.20: Joint-based position control Simulink model

ma recibe los comandos que son interpretados como la señal deseada en gra-
dos para ser procesador y transformados en radianes.

La figura 5.21 muestra lo que está adentro del subsistema que está en color
naranja de la figura 5.20. A este subsistema le llegan las señales de posición
deseada, y las lecturas de los encoders de cada articulación. Estás señales son
dirigidas al bloque que se llama PD Control Ssytem, dicho bloque contine el
PDC.

En la figura 5.22 se muestra el controlador PDC, se puede observar que
cuenta con un filtro de segundo orden el cual calcula la derivada de la posi-
ción para poder usarla en la ley de control de PD.
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FIGURA 5.21: CRS Position controller

FIGURA 5.22: Sistema de control Proporcional Derivativo

Después de las operaciones matemáticas estás van de salida para ser rees-
critas en un convertidor digital analógico que tiene el nombre de HIL Write
Analog para ser subsecuente enviadas al amplificador c5000.
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5.3.2. Esquema del STC

En la figura 5.23 se muestra el esquema de control en Matlab/Simulink.
Este esquema de control es muy similiar al que se usa para el PDC. El único
cambio es que en este programa, el bloque del PDC es sustituido por uno que
contiene el STC.

FIGURA 5.23: Esquema de control para la implementacion en
línea del STC

En la figura 5.24 se muestra un zoom al sistema de generación de trayec-
torias y STC.

FIGURA 5.24: Bloque de generación de trayectorias (izquierda),
bloque que contiene el STC (derecha)
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FIGURA 5.25: Sistema de generación de trayectorias

En la figura 5.25 se muestra el sistema de generación de trayectorias, este
contiene las condiciones de frontera y el sistema de ecuaciones que compren-
den los polinomios de alto orden. En la figura 5.26 se muestra el bloque de
función que contiene el STC.

FIGURA 5.26: Bloque de función que contiene el STC



5.3. Resultados experimentales de la implementación 61

5.3.3. Seguimiento de trayectoria en línea

En esta sección se presentan los resultados de la implementación en linea
de los controladores PDC, STC en Matlab/Simulink. Los tiempos de simula-
ción fueron establecidos para ser realizados en 10 segundos. Las trayectorias
fueron planeadas con los polinomios de alto orden que fueron estipulados en
el capítulo número 4.

En las siguientes figuras se muestran los resultados del seguimiento de
trayectoria para los eslabones que comprenden del primero al quinto. En la
figura 5.27 se muestra el seguimiento de trayectoria para el eslabón uno, sien-
do del lado derecho el PDC y del lado izquierdo el STC. La línea punteada
de color gris representa la posición deseada del eslabón y la roja continua
la posición real. El punto de referencia son −1,5706 radianes que equivalen
aproximadamente −180 grados.
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FIGURA 5.27: Seguimiento de trayectoria para el eslabón 1
usando ambos controladores

Se puede apreciar que ambos controladores tiene un buen rendimiento en
cuanto al seguimiento de trayectoria, pero en la figura (a) se puede apreciar
que el PDC tiene un ligero desfasamiento en el seguimienito entre los segun-
dos dos al cinco.

En la figura 5.28 se muestra el seguimiento de trayectoria para el eslabón
2, la línea punteada de color gris representa la posición deseada y la línea
verde continua la posición del eslabón. El punto de referencia son −0,5236
radianes que equivalen aproximadamente −60 grados.

Comparando ambos controladores, el STC tiene un mejor desempeño en
el seguimiento de trayectoria, aunque el comportamiento del PDC es muy
aceptable. En la figura 5.29 se muestra el seguimiento de trayectoria para el
tercer eslabón, la línea punteada gris representa la posición deseada y la línea



62 Capítulo 5. Resultados de simulaciones y discusiones

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t [s]

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

ra
d

q2
PD

qd
2

(a) PDC

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t [s]

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

ra
d

q2
STC

qd
2

(b) STC

FIGURA 5.28: Seguimiento de trayectoria para el eslabón 2
usando ambos controladores

continua azul la posición real del eslabón 3. La tratectoria de referencia es al-
canzar desde la posición incial 0,5236 radianes que en su equivalencia sería
aproximadamente 60 grados, para después regresar a su posición inicial.
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FIGURA 5.29: Seguimiento de trayectoria para el eslabón 3
usando ambos controladores

La figura 5.30 muestra el seguimiento de trayectoria para el esbalón cua-
tro de la implementación, la línea punteada de color gris representa la trayec-
toria deseada del eslabón cuatro, y la línea amarilla continua la posición real
del mismo. Para una referencia de de 0,0872 radianes que en su equivalencia
a grados sería aproximadamente 10.
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FIGURA 5.30: Seguimiento de trayectoria para el eslabón 4
usando ambos controladores

En la figura 5.31 se puede apreciar el seguimiento de trayectoria para el
eslabón 5. La línea punteada de color gris representa la posición deseada de
0,08772 radianes que son aproximadamente 10 grados, y la línea continua de
color cyan la posición real. En ambos controladores podemos observar que el
seguimiento es muy aceptable.
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FIGURA 5.31: Seguimiento de trayectoria para el eslabón 5
usando ambos controladores

5.3.4. Error de seguimiento de trayectoria en línea

En las siguientes figuras se muestra el error de seguimiento de trayectoria
de la implementación en linea de los eslabones que comprenden del primero
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al quinto usando el PDC y STC. En la figura 5.32 se muestra el error de se-
guimiento de trayectoria del eslabón 1, los resultados de la figura izquierda
son usando el PDC, y de la derecha es usando el STC. Se puede observar que
el error del PDC es muy aceptable, pero el de STC es menor.
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FIGURA 5.32: Error de seguimiento de trayectoria para el esla-
bón 1 usando ambos controladores

En la figura 5.33 se muestra el error de seguimiento de trayectoria del es-
labón 2, los resultados de la figura izquierda son usando el PDC muestran
tiros negativos y positivos, en cambio, la figura derecha que muestra el re-
sultado del STC, se puede observar que el STC tiene un rendimiento mejor.
En la figura 5.34 se muestra el error de segumiento de trayectoria del tercer
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FIGURA 5.33: Error de seguimiento de trayectoria para el esla-
bón 2 usando ambos controladores
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eslabón. Se puede obsercar que el controlador STC muestra un mejor com-
portamiento que el PDC, y su error es menor. En la figura 5.35 se muestra
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FIGURA 5.34: (Error de seguimiento de trayectoria para el esla-
bón 2 usando ambos controladores

el error de seguimiento de trayectoria del eslabón cuatro, los resultados de
la figura izquierda son usando el PDC, y de la derecha es usando el STC. Se
puede observar que el error del PDC es muy aceptable, pero el de STC es
menor.
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FIGURA 5.35: Error de seguimiento de trayectoria para el esla-
bón 4 usando ambos controladores
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FIGURA 5.36: Error de seguimiento de trayectoria para el esla-
bón 5 usando ambos controladores

5.3.5. Fuerza aplicada a los motores en línea

En las siguientes imágenes se muestran las gráficas de la fuerza aplicada
en Nm/s2 a cada motor que se encuentra ubicado en las articulaciones de los
eslabones. En las gráficas de puede apreciar que el comportamiento de cada
simulación es diferente, y que en cuanto a rendimiento y comportamiento
el STC es superior y requiere menos fuerza. En la 5.37 se muestra la fuerza
aplicada al motor de la articulación 1, en estas gráficas se puede apreciar que
usando el STC podemos tener un mejor rendimiento y que se requiere menor
fuerza para llegar a la trayectoria deseada.
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FIGURA 5.37: Fuerza aplicada al eslabón 1 usando ambos con-
troladores
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En la 5.38 se muestra la fuerza aplicada al motor de la articulación 2, en
estas gráficas se puede apreciar que usando el STC podemos tener un me-
jor rendimiento y que se requiere menor fuerza para llegar a la trayectoria
deseada.
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FIGURA 5.38: Fuerza aplicada al eslabón 2 usando ambos con-
troladores

En la 5.39 se muestra la fuerza aplicada al motor de la articulación 3, en
estas gráficas se puede apreciar que usando el STC podemos tener un me-
jor rendimiento y que se requiere menor fuerza para llegar a la trayectoria
deseada.
En la 5.40 se muestra la fuerza aplicada al motor de la articulación 4, en estas
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FIGURA 5.39: Fuerza aplicada al eslabón 3 usando ambos con-
troladores
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gráficas se puede apreciar que usando el STC podemos tener un mejor ren-
dimiento y que se requiere menor fuerza para llegar a la trayectoria deseada.
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FIGURA 5.40: Fuerza aplicada al eslabón 4 usando ambos con-
troladores

En la 5.41 se muestra la fuerza aplicada al motor de la articulación 5, en
estas gráficas se puede apreciar que usando el STC podemos tener un me-
jor rendimiento y que se requiere menor fuerza para llegar a la trayectoria
deseada.
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FIGURA 5.41: Fuerza aplicada al eslabón 5 usando ambos con-
troladores

En el siguiente enlance se encuentra el video de la prueba experimental:

https://drive.google.com/open?id=11pml2ygf0Bpmv_oEnx4r8-C9AeXXc1f6
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Conclusión

En el presente capítulo se presentaron los esquemas de control de los pro-
gramas para los controladores PD, SMC, y STC en Matlab/Simulink; a su
vez se presentaron los resultados de las simulaciones y de la implementación
en línea. Aunque en las simulaciones se usaron referencias y ganancias dife-
rentes a las de la implementación, se obtuvo resultados muy aceptables, con
rangos de errores muy pequeños como para obtenerlos de forma real debido
a la resolución de los sensores. Con una sintonización correcta de las ganan-
cias del algoritmo de ST se puede mejorar el rendimiento y desempeño del
controlador propuesto.
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Trabajo Futuro

El robot manipulador CRS Catalyst-5 es un sistema electromecánico com-
plejo, lo cual resulta interesante para implementar diferentes técnicas de con-
trol avanzado. Por su entorno de programación, resulta accesible la modifi-
cación y creación de esquemas de control en Matlab/Simulink. Para trabajo
futuro, se propone la implementación de control robusto con perturbaciones
externas como obstrucciones, golpes, alteraciones de carga en el trascurso del
seguimiento de trayectorias. Asimismo, recurrir a observadores para la esti-
mación de estados, y corroborar si esta cálculo matemático es más veloz y
efectivo que el uso de sensores.
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Conclusión

La evolución y el desarrollo de los robots desde su aparición textual hasta
hoy en día ha sido grande y extensa, ya que son excelentes sistemas de alto
orden y no lineales para desarrollar e implementar metodologías de control
convencional o advanzado. Al llevar acabo este trabajo de tesis se sabía que
no sería tan fácil de realizar, debido a que un robot industrial de cinco grados
de libertad es un sistema electromecánico complejo. El modelado matemá-
tico de un robot manipulador es un sistema de ecuaciones muy extenso, el
cual tiene que ser obtenido de manera cuidadosa para que los resultados de
la simulación sean lo más aproximados a la realidad. El estudio de estabili-
dad y el diseño de la ley de control demuestra que la metodología propuesta
puede ser llevada a acabo, cumplir con el objetivo general y específicos del
presente trabajo.

De acuerdo con los resultados de la simulación, los tres controladores pre-
sentan un buen rendimiento para el seguimiento de trayectorias, presentan-
do pequeños margenes de errores. La eficiencia de la ley de control propuesta
se validó utilizando MATLAB/SIMULINK para cada una de las articulacio-
nes en un tiempo de diez segundos. En los resultados obtenidos de la simula-
ción se puede observar el comportamiento de cada controlador con respecto
a su alcance de posición, error de posición y fuerza aplicada a cada motor.
Con base a los datos que se adquirieron en las simulaciones, la estabilización
de la posición a la a posición deseada del controlador PD presenta sobre-
tiros y amortiguamientos más prolongados a los demás controladores. Los
resultados de SMC muestran un mejor tiempo de respuesta que el PDC en
cuanto a estabilización de posición, el error de seguimiento de trayectoria es
menor, pero la fuerza aplicada tiene muy marcado el efecto del chattering,
comportándose de una forma brusca. El STC tuvo mejores resultados que
los demás controladores en cuanto seguimiento de trauyectoria, error de po-
sición y fuerza aplicada, el error de posición es menor que los demás, y la
diferencia de fuerza apliacada comparándolo con los otros controladores es
bastante considerable y muestra un mejor desempeño, con esto, se reafirma
que el sistema estará estable en un tiempo finito, y mejorando la suavidad
con la que el sistema alcanza su punto de referencia y su estabilidad.

Los resultados experimentales de la implementación en linea, fue un ver-
dadero reto para llevar acabo, debido a que influyen diversos factores exter-
nos que no están contemplados en el modelo matemático que se usó en las
simulaciones. Estas incertidumbres parámetricas y externas influyen dema-
siado en el momento de la implementación. De igual manera, la mediciones,
resolución y presición de los sensores de posición no es tan exacta como para
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obtener un rango tan menor como el cáculo de los estados de forma matemá-
tica o virtual, o semanjentes a los de la simulación. El robot CRS Catalyst 5
que se utilizó para realizar este trabajo de tesis tiene problemas mecánicos y
electrónicos, los cuales difultaron demasiado la implementación, la comuni-
cación y la ejecución. En los resultados obtenidos en las pruebas experimen-
tales se puede apreciar que la presencia del ruido es demasiado grande en
las señales de posición, ya que los actuadores tienen cierto deteriodo debido
al tiempo que no fue utilizado y la falta de mantenimiento. Aún así, la me-
todología de control propuesta fue implementada de forma exitosa, dando
resultados aceptables en cuanto al seguimiento de trayectorias y estabilidad
en un tiempo finito. La sintonización de las ganancias fue de forma experi-
mental, por lo tanto no se puede afirmar que fueron las mejores para dicha
tarea, por lo tanto se puede mejorar la eficiencia y reducir el rango de error
con una mejor sintonización de estas para el STA. El comportamiento del
STC es mejor que el del PDC, esto se puede dictaminar con los resultados
plasmados en las gráficas de error de posición y fuerza aplicada, y con esto
se demuestra que la ley de control propuesta no solo cumple los objetivos
específicos de forma matemática, sino también en la implementación, y que
puede ser aplicado para cualquier robot manipulador industrial.
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Apéndice A

La matriz de inercia está descrita de la siguiente manera:

M(q) =


M(q11) M(q12) M(q13) M(q14) M(q15)
M(q21) M(q22) M(q23) M(q24) M(q25)
M(q31) M(q32) M(q33) M(q34) M(q35)
M(q41) M(q42) M(q43) M(q44) M(q45)
M(q51) M(q52) M(q53) M(q54) M(q55)


M(q11) =(I1 + m2lc2

2cos(q2)
2 + I2 + m3l2

2cos(q1)
2cos(q2)

2 + lc2
3m3cos(q1)

2

cos(q2 + q3)
2 + m3l2

2cos(q2)
2sin(q1)

2 + m3lc2
3cos(q2 + q3)

2sin(q1)
2 + m3

2l2lc3cos(q2)cos(q2 + q3)sin(q1)
2 + m32l2lc3cos(q1)

2cos(q2)cos(q2 + q3)

+ I3 + m4l2
2cos(q1)

2cos(q2)
2 + m4l2

3cos(q1)
2cos(q2 + q3)

2 + m4l2
2cos(q2)

sin(q1)
2 + m4l2

3cos(q2 + q3)
2sin(q1)

2 + 2m4l2l3cos(q1)cos(q2 + q3)sin(q1)
2

+ 2m4l2l3cos(q1)
2cos(q2)cos(q2 + q3) + I4 + m5lc2

5 −m5lc2
5cos(q2+

q3 + q4)
2 + m5l2

2cos(q2)
2 + m5l2

3cos(qz2 + q3)
2 + 2m5l2l3cos(q2 + q3)+

2m5l2lc5cos(q2)sin(q2 + q3 + q4) + 2m5l3lc5cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3 + q4) + I5)

M(q12) =I2 + I3 + I4 + I5

M(q13) =I3 + I4 + I5

M(q14) =I4 + I5

M(q15) =I5

M(q21) =I2 + I3 + I4 + I5

M(q22) =(m2lc2
2 + I2 + m3l2

2cos(q2)
2 + m3lc2

3cos(q2 + q3)
2 + m3l2

2cos(q1)
2

sin(q2)
2 + m3lc2

3cos(q1)
2sin(q2 + q3)

2 + m3l2
2sin(q1)

2sin(q2)
2 + m3lc2

3

sin(q1)
2sin(q2 + q3)

2 + m32l2lc3cos(q2)cos(q2 + q3) + m32l2lc3cos(q1)
2

sin(q2)sin(q2 + q3) + m32l2lc3sin(q1)
2sin(q2)sin(q2 + q3) + I3 + m4l2

2

cos(q2)
2 + m4l2

3cos(q2 + q3) + m4l2
2cos(q1)

2sin(q2)
2 + m4l2

3cos(q1)
2

sin(q2 + q3)
2 + m4l2

2sin(q1)
2sin(q2)

2 + m4l2
3sin(q1)

2sin(q2 + q3)
2+

2m4l2l3cos(q2)cos(q2 + q3) + 2m4l2l3cos(q1)
2sin(q2)sin(q2 + q3)+

2m4l2l3sin(q1)
2sin(q2)sin(q2 + q3) + I4 + m5l2

2 + m5l2
3 + m5lc2

5

+ 2m5l2l3cos(q2)cos(q2 + q3)2m5l2lc5cos(q2 + q3 + q4)



78

sin(q2) + 2m5l2lc5cos(q2)sin(q2 + q3 + q4)2m5l3lc5cos(q2

+ q3 + q4)sin(q2 + q3) + 2m5l3lc5cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3 + q4) + 2m5l2l3sin(q2)sin(q2 + q3) + I5)

M(q23) =1/2(m32lc2
3cos(q2 + q3)

2 + m32lc2
3cos(q1)

2sin(q2 + q3)
2

+ m32lc2
3sin(q1)

2sin(q2 + q3)
2 + m32l2lc3cos(q2)cos(q2 + q3)

+ m32l2lc3cos(q1)
2sin(q2)sin(q2 + q3) + m32l2lc3sin(q1)

2

sin(q2)sin(q2 + q3) + m4l2
3cos(q2 + q3)

2 + 2m4l2
3cos(q1)

2

sin(q2 + q3)
2 + 2m4l2

3sin(q1)
2sin(q2 + q3)

2 + 2m4l2l3cos(q2)

cos(q2 + q3) + 2m4l2l3cos(q1)
2sin(q2)sin(q2 + q3)

+ 2m4l2l3sin(q1)
2sin(q2)sin(q2 + q3) + 2m5l2

3

+ 2m5lc2
5cos(q22 + q3 + q4)

2 − 2m5l2
3cos(q2 + q3)

2

+ 2m5lc2
5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)sin(q1)

− 2m5l2
3cos(q2 + q3)sin(q1)sin(q2 + q3)− 2m5l2lc5

cos(q2 + q3 + q4)sin(q2)− 4m5l3lc5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3) + 2m5l2l3sin(q2)sin(q2 + q3) + 2m5l2lc5cos(q2 + q3

+ q4)cos(q2)sin(q1) + 2m5l3lc5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)

sin(q1)− 2m5l2l3cos(q2)sin(q1)sin(q2 + q3)− 2m5l3lc5

sin(q2 + q3 + q4)sin(q1)sin(q2 + q3) + I5) + (I3 + I4 + I5)

M(q24) =1/2(2m5lc2
5 − 2m5l2lc5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2)

+ 2m5l2lc5cos(q2)sin(q2 + q3 + q4)− 2m5l3lc5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3) + 2m5l3lc5cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3 + q4)) + (I4 + I5)

M(q25) =I5

M(q31) =I3 + I4 + I5

M(q32) =1/2(m32lc2
3cos(q2 + q3)

2 + m32lc2
3cos(q1)

2

sin(q2 + q3)
2 + m32lc2

3sin(q1)
2sin(q2 + q3)

2 + m32l2lc3cos(q2)

cos(q2 + q3) + m32l2lc3cos(q1)
2sin(q2)sin(q2 + q3)+

m32l2lc3sin(q1)
2sin(q2)sin(q2q3) + m4l2

3cos(q2 + q3)
2

++2m4l2
3cos(q1)

2sin(q2 + q3)
2

+ 2m4l2
3sin(q1)

2sin(q2 + q3)
2

+ 2m4l2l3cos(q2)cos(q2 + q3) + 2m4l2l3cos(q1)
2sin(q2)sin(q2 + q3)

+ 2m4l2l3sin(q1)
2sin(q2)sin(q2 + q3) + 2m5l2

3 + 2m5lc2
5cos(q2lc2

5

+ q3 + q4)
2 − 2m5l2

3cos(q2 + q3)
2 + 2m5

cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)sin(q1)

− 2m5l2
3cos(q2 + q3)sin(q1)sin(q2 + q3)− 2m5l2lc5cos(q2 + q3

+ q4)sin(q2)− 4m5l3lc5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)

+ 2m5l2l3sin(q2)sin(q2 + q3) + 2m5l2lc5cos(q2 + q3
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+ q4)cos(q2)sin(q1) + 2m5l3lc5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)

sin(q1)− 2m5l2l3cos(q2)sin(q1)sin(q2 + q3)− 2m5l3lc5sin(q2

+ q3 + q4)sin(q1)sin(q2 + q3) + I5) + (I3 + I4 + I5)

M(q33) =(m3lc2
3cos(q2 + q3)

2 + m3lc2
3cos(q1)

2sin(q2 + q3)
2

+ m3lc2
3sin(q1)

2sin(q2 + q3)
2 + I3 + m4l2

3cos(q2 + q3)
2

+ m4l2
3cos(q1)

2sin(q2 + q3)
2 + m4l2

3sin(q1)
2sin(q2 + q3)

2

+ I4 + 2m5l2
3 + 2m5lc2

5cos(q2 + q3 + q4)
2 −m5l2

3cos(q1)
2

− 2m5l2
3cos(q2 + q3)

2 −m5lc2
5cos(q2 + q3 + q4)

2cos(q1)
2

+ l2
3m5cos(q1)

2cos(q2 + q3)
2 − 4m5l3lc5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2

+ q3) + 2m5l3
M(q34) =1/2(2m5lc2

5cos(q2 + q3 + q4)
2 + 2m5lc2

5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3 + q4)sin(q1)− 2m5l3lc5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)

− 2m5l3lc5sin(q2 + q3 + q4)sin(q1)sin(q2 + q3)) + (I4 + I5)

M(q35) =I5

M(q41) =I4 + I5

M(q42) =1/2(2m5lc2
5 − 2m5l2lc5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2)

+ 2m5l2lc5cos(q2)sin(q2 + q3 + q4)− 2m5l3lc5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3) + 2m5l3lc5cos(q2 + q3)sin(q2 + q3 + q4)) + (I4 + I5)

M(q43) =1/2(2m5lc2
5cos(q2 + q3 + q4)

2 + 2m5lc2
5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3 + q4)sin(q1)− 2m5l3lc5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)

− 2m5l3lc5sin(q2 + q3 + q4)sin(q1)sin(q2 + q3)) + (I4 + I5)

M(q44) =I4 + m5lc2
5 + I5

M(q45) =I5

M(q51) =I5

M(q52) =I5

M(q53) =I5

M(q54) =I5

M(q55) =I5

La matriz de Coriolis y de fuerzas centrípetas está descrita de la siguiente
manera:

C(q, q̇) =


C(q, q̇)11 C(q, q̇)12 C(q, q̇)13 C(q, q̇)14 C(q, q̇)15
C(q, q̇)21 C(q, q̇)22 C(q, q̇)23 C(q, q̇)24 C(q, q̇)25
C(q, q̇)31 C(q, q̇)32 C(q, q̇)33 C(q, q̇)34 C(q, q̇)35
C(q, q̇)41 C(q, q̇)42 C(q, q̇)43 C(q, q̇)44 C(q, q̇)45
C(q, q̇)51 C(q, q̇)52 C(q, q̇)53 C(q, q̇)54 C(q, q̇)55
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C(q, q̇)12 =0
C(q, q̇)13 =0
C(q, q̇)14 =0
C(q, q̇)15 =0
C(q, q̇)21 =0

C(q, q̇)22 =(2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)

2 − 2l2
2m3cos(q2)sin(q2)

− 2l2
2m4cos(q2)sin(q2)− 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

− l2
3m4sin(q2 + q3) + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)
2

− 2l2l3m4cos(q2 + q3)sin(q2)− 2l2l3m4sin(q2 + q3)cos(q2)

− 2l2lc3m3cos(q2 + q3)sin(q2)− 2l2lc3m3sin(q2 + q3)cos(q2)

+ 2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)sin(q1)

2 + 2lc2
3m3cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3)sin(q1)
2 + 2l2

2m3cos(q1)
2cos(q2)sin(q2)

+ 2l2
2m4cos(q1)

2cos(q2)sin(q2) + 2l2
2m3cos(q2)sin(q1)

2sin(q2)

+ 2l2
2m4cos(q2)sin(q1)

2sin(q2) + 2l2l3m4cos(q2 + q3)cos(q1)
2sin(q2)

+ 2l2l3m4sin(q2 + q3)cos(q1)
2cos(q2) + 2l2lc3m3cos(q2

+ q3)cos(q1)
2sin(q2) + 2l2lc3m3sin(q2 + q3)cos(q1)

2cos(q2)

+ 2l2l3m4cos(q2 + q3)sin(q1)
2sin(q2) + 2l2l3m4sin(q2 + q3)

cos(q2)sin(q1)
2 + 2l2lc3m3cos(q2 + q3)sin(q1)

2sin(q2)

+ 2l2lc3m3sin(q2 + q3)cos(q2)sin(q1)
2)dq2 + (2l2

3m4cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3)cos(q1)
2 − 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

− l2
3m4sin(q2 + q3) + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)
2

− 2l2l3m4sin(q2 + q3)cos(q2) + 2l2l3m5cos(q2 + q3)sin(q2)

− 2l2l3m5sin(q2 + q3)cos(q2)− 2l2lc3m3sin(q2 + q3)cos(q2)

+ 2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)sin(q1)

2 + 2lc2
3m3cos(q2

+ q3)sin(q2 + q3)sin(q1)
2 + 2l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2)

+ 2l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2) + 2l2l3m4cos(q2

+ q3)cos(q1)
2sin(q2) + 2l2lc3m3cos(q2 + q3)cos(q1)

2sin(q2)

+ 2l2l3m4cos(q2 + q3)sin(q1)
2sin(q2) + 2l2lc3m3cos(q2

+ q3)sin(q1)
2sin(q2))dq3 + (2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)

+ 2l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)+
2l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2)
+ 2l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2))dq4

C(q, q̇)23 =(lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)cos(q1)

− l2
3m5cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)− l2l3m5sin(q2 + q3)

cos(q1)cos(q2) + l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)
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cos(q2 + q3)cos(q1)− l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)cos(q1)

+ l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q1)cos(q2))dq1 + (l2
3m5sin(q2 + q3)

2sin(q1)

− l2
3m5cos(q2 + q3)

2sin(q1)− lc2
5m5sin(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)

− 2lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)− l2

3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

+ 2l2
3m5cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)− 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

+ lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

2sin(q1) + 2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

cos(q1)
2 + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)
2 − l2l3m4cos(q2 + q3)

sin(q2)− l2l3m4sin(q2 + q3)cos(q2) + l2l3m5cos(q2 + q3)

sin(q2) + l2l3m5sin(q2 + q3)cos(q2)− l2lc3m3cos(q2 + q3)

sin(q2)− l2lc3m3sin(q2 + q3)cos(q2) + 2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

sin(q1)
2 + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)sin(q1)
2

− 2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3) + 2l3lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)− l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)

cos(q2) + l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2)− l2l3m5cos(q2 + q3)

cos(q2)sin(q1) + l2l3m5sin(q2 + q3)sin(q1)sin(q2)

− 2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)sin(q1)− 2l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

cos(q2 + q3)sin(q1) + l2l3m4cos(q2 + q3)cos(q1)
2sin(q2) + l2l3m4sin(q2 + q3)

cos(q1)
2cos(q2) + l2lc3m3cos(q2 + q3)cos(q1)

2sin(q2) + l2lc3m3sin(q2 + q3)

cos(q1)
2cos(q2) + l2l3m4cos(q2 + q3)sin(q1)

2sin(q2) + l2l3m4sin(q2 + q3)

cos(q2)sin(q1)
2 + l2lc3m3cos(q2 + q3)sin(q1)

2sin(q2) + l2lc3m3sin(q2 + q3)

cos(q2)sin(q1)
2 − l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q1)sin(q2)− l2lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)cos(q2)sin(q1))dq2 + (l2
3m5sin(q2 + q3)

2sin(q1)

− l2
3m5cos(q2 + q3)

2sin(q1)− lc2
5m5sin(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)

− 2lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)− l2

3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

+ 2l2
3m5cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)− 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

+ lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

2sin(q1) + 2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

cos(q1)
2 + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)
2 − l2l3m4sin(q2 + q3)

cos(q2) + l2l3m5cos(q2 + q3)sin(q2)− l2lc3m3sin(q2 + q3)cos(q2) + 2l2
3m4

cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)sin(q1)
2 + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)sin(q1)
2

− 2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3) + 2l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3) + l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2)− l2l3m5cos(q2 + q3)

cos(q2)sin(q1)− 2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3)sin(q1)− 2l3lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)sin(q1) + l2l3m4cos(q2 + q3)

cos(q1)
2sin(q2) + l2lc3m3cos(q2 + q3)

cos(q1)
2sin(q2) + l2l3m4cos(q2 + q3)



82

− 2lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)− lc2

5m5

sin(q2 + q3 + q4)
2sin(q1) + 2l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3) + l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2)

− l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)sin(q1)

− l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)sin(q1)

− l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)cos(q2)sin(q1))dq4

C(q, q̇)24 =(l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2) + l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

sin(q2))dq3 + (l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)+

l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)+

l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2)+

l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2))dq4

C(q, q̇)25 =0
C(q, q̇)31 =0

C(q, q̇)32 =(lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)cos(q1)− l2

3m5

cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)− l2l3m5sin(q2 + q3)cos(q1)cos(q2)

+ l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)cos(q1)− l3lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)cos(q1) + l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q1)

cos(q2))dq1 + (l2
3m5sin(q2 + q3)

2sin(q1)− l2
3m5cos(q2 + q3)

2sin(q1)

− lc2
5m5sin(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)− 2lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3 + q4)− l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

+ 2l2
3m5cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)− 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

+ lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

2sin(q1) + 2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

cos(q1)
2 + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)
2 − l2l3m4cos(q2 + q3)

sin(q2)− l2l3m4sin(q2 + q3)cos(q2) + l2l3m5cos(q2 + q3)

sin(q2) + l2l3m5sin(q2 + q3)cos(q2)− l2lc3m3cos(q2 + q3)sin(q2)

− l2lc3m3sin(q2 + q3)cos(q2) + 2l2
3m4cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3)sin(q1)
2 + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

sin(q1)
2 − 2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3) + 2l3lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)

− l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2) + l2lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)sin(q2)− l2l3m5cos(q2 + q3)cos(q2)sin(q1)

+ l2l3m5sin(q2 + q3)sin(q1)sin(q2)− 2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3)sin(q1)− 2l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)

sin(q1) + l2l3m4cos(q2 + q3)cos(q1)
2sin(q2) + l2l3m4sin(q2 + q3)

cos(q1)
2cos(q2) + l2lc3m3cos(q2 + q3)cos(q1)

2sin(q2)

+ l2lc3m3sin(q2 + q3)cos(q1)
2cos(q2) + l2l3m4cos(q2 + q3)

sin(q1)
2sin(q2) + l2l3m4sin(q2 + q3)cos(q2)

sin(q1)
2 + l2lc3m3cos(q2 + q3)
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sin(q1)
2sin(q2) + l2lc3m3sin(q2 + q3)cos(q2)sin(q1)

2 − l2lc5m5

cos(q2 + q3 + q4)sin(q1)sin(q2)− l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

cos(q2)sin(q1))dq2 + (l2
3m5sin(q2 + q3)

2sin(q1)

− l2
3m5cos(q2 + q3)

2sin(q1)− lc2
5m5sin(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)

− 2lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)− l2

3m4cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3) + 2l2
3m5cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)− 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q1)

sin(q2 + q3) + lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

2 + 2l2
3m4cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3)cos(q1)
2 + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3)cos(q1)
2 − l2l3m4sin(q2 + q3)

cos(q2) + l2l3m5cos(q2 + q3)sin(q2)− l2lc3m3sin(q2

+ q3)cos(q2) + 2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)sin(q1)

2 + 2lc2
3m3

cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)sin(q1)
2 − 2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2

+ q3) + 2l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3) + l2lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)sin(q2)− l2l3m5cos(q2 + q3)cos(q2)sin(q1)

− 2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)sin(q1)− 2l3lc5m5sin(q2

+ q3 + q4)cos(q2 + q3)sin(q1) + l2l3m4cos(q2 + q3)cos(q1)
2sin(q2)

+ l2lc3m3cos(q2 + q3)cos(q1)
2sin(q2) + l2l3m4cos(q2 + q3)sin(q1)

2

sin(q2) + l2lc3m3cos(q2 + q3)sin(q1)
2sin(q2)− l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

cos(q2)sin(q1))dq3 + (lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)− 2lc2
5m5

cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)− lc2
5m5sin(q2 + q3 + q4)

2

sin(q1) + 2l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)

+ l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2)− l3lc5m5

cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)sin(q1)− l3lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)sin(q1)− l2lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)cos(q2)sin(q1))dq4

C(q, q̇)33 =(2l2
3m5cos(q1)sin(q1)− 2l2

3m5cos(q2
2 + 2q2q3 + q2

3)cos(q1)

sin(q1) + 2lc2
5m5cos(q2

2 + q2
3 + q2

4 + 2q2q3

+ 2q2q4 + 2q3q4)cos(q1)sin(q1)− 4l3lc5m5cos(q2

+ q3 + q4)sin(q2 + q3)cos(q1)sin(q1))dq1 + (4l2
3

m5cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)− 2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

− 4lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)− 2lc2

3m3cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3) + 2lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)cos(q1)

2

+ 2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)

2 − 2l2
3m5cos(q2

+ q3)sin(q2 + q3)cos(q1)
2 + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)
2

+ 2l2
3m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)sin(q1)

2 + 2lc2
3m3cos(q2 + q3)
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sin(q2 + q3)sin(q1)
2 − 4l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)

+ 4l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3) + 2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)

cos(q2 + q3)cos(q1)
2 − 2l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)

cos(q1)
2)dq2 + (4l2

3m5cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)− 2l2
3m4cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3)− 4lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)−

2lc2
3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3) + 2lc2

5m5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3 + q4)cos(q1)
2 + 2l2

3m4cos(q2 + q3)

sin(q2 + q3)cos(q1)
2 − 2l2

3m5cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

cos(q1)
2 + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)cos(q1)
2 + 2l2

3

m4cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)sin(q1)
2 + 2lc2

3m3cos(q2 + q3)sin(q2 + q3)

sin(q1)
2 − 4l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3) + 4l3lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3) + 2l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)

cos(q2 + q3)cos(q1)
2 − 2l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)

cos(q1)
2)dq3 + (2lc2

5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)cos(q1)
2

− 4lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4) + 4l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3)− 2l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)cos(q1)
2)dq4

C(q, q̇)34 =(m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)cos(q1)lc2
5 − l3m5

sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)cos(q1)lc5)dq1 + (lc2
5m5cos(q2

+ q3 + q4)
2sin(q1)− 2lc2

5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)

− lc2
5m5sin(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)− l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)

+ l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)− l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3)sin(q1)− l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)sin(q1))dq2

+ (lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)− 2lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2

+ q3 + q4)− lc2
5m5sin(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)− l3lc5m5

cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3) + l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3)− l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)

sin(q1)− l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)sin(q1))

dq3 + (lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)− 2lc2
5m5

cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)− lc2
5m5

sin(q2 + q3 + q4)
2sin(q1) + l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3)− l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)

sin(q1))dq4

C(q, q̇)35 =0
C(q, q̇)41 =0
C(q, q̇)42 =(l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2) + l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)
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sin(q2))dq3 + (l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3) + l3lc5

m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3) + l2lc5m5cos(q2 + q3 + q4)cos(q2)

+ l2lc5m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2))dq4

C(q, q̇)43 =(m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)cos(q1)

lc2
5 − l3m5sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)

cos(q1)lc5)dq1 + (lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)− 2lc2
5

m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)− lc2
5m5sin(q2 + q3 + q4)

2

sin(q1)− l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)

cos(q2 + q3) + l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3)− l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)sin(q1)− l3
lc5m5sin(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)sin(q1))dq2 + (lc2

5m5

cos(q2 + q3 + q4)
2sin(q1)− 2lc2

5m5cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3 + q4)

− lc2
5m5sin(q2 + q3 + q4)

2

sin(q1)− l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)

cos(q2 + q3) + l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3)− l3lc5m5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3)sin(q1)− l3lc5m5sin(q2 + q3 + q4)cos(q2 + q3)sin(q1))

dq3 + (lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

2sin(q1)− 2lc2
5m5cos(q2 + q3 + q4)

sin(q2 + q3 + q4)− lc2
5m5sin(q2 + q3 + q4)

2sin(q1) + l3lc5m5

sin(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)− l3lc5m5

cos(q2 + q3 + q4)sin(q2 + q3)sin(q1))dq4

C(q, q̇)44 =0
C(q, q̇)45 =0
C(q, q̇)51 =0
C(q, q̇)52 =0
C(q, q̇)53 =0
C(q, q̇)54 =0
C(q, q̇)55 =0
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El vector de gravedad está contituido de la siguiente manera:

g(q) =


g(q11)
g(q21)
g(q31)
g(q41)
g(q51)


gq11 =0
gq21 =gm5(l3cos(q2 + q3) + l2

cos(q2) + lc5sin(q2 + q3 + q4)) + gm4(l3cos(q2 + q3) + l2cos(q2))

+ gm3(lc3cos(q2 + q3) + l2sin(q2)) + glc2m2cos(q2)

gq31 =gm5(l3cos(q2 + q3) + lc5sin(q2 + q3 + q4))

+ gl3m4cos(q2 + q3) + glc3m3cos(q2 + q3)

gq41 =glc5m5sin(q2 + q3 + q4)

gq51 =0
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Anexo

Resultados obtenidos

Se envió un articulo al congreso internacional: Second Conference on Mo-
delling, Identification and Control of Nonlinear Systems (MICNON) del In-
ternational Federation of Automatic Control (IFAC) con el título: Super
Twisting Control For Thermo’s Catalyst-5 Robotic Arm.

Se redactó un borrador para la revista internacional: Applied Soft Com-
puting (©Clarivate Analytics Journal Citation Reports 2017)
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FIGURA 5.42: Artículo publicado en IFAC MICNON 2018
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Universidad Autónoma del Carmen (en lo sucesivo la UNACAR) para que efectué resguardo físico y/o 
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pública, distribución, transmisión, reproducción, así como digitalización de la misma con fines académicos y 

sin fines de lucro como parte de Repositorio Institucional de la UNACAR (Runacar). 
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que de acuerdo a lo señalado en la Ley Federal del Derecho de Autor y la Ley de Propiedad Industrial, la 
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se utilizará única y exclusivamente para los fines antes señalados. EL AUTOR autoriza a la UNACAR a utilizar 
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de autoría de la obra intelectual en los términos especificados por el propio AUTOR, y el no hacerlo implica 

el término de uso de esta licencia para los fines estipulados. Nada de esta licencia menoscaba o restringe los 

derechos patrimoniales y morales del AUTOR. 

 De la misma manera, se hace manifiesto que el contenido académico, literario, la edición y en 

general de cualquier parte de la OBRA son responsabilidad del AUTOR, por lo que se deslinda a la UNACAR 

por cualquier violación a los derechos de autor y/o propiedad intelectual, así como cualquier 

responsabilidad relacionada con la misma frente a terceros. Finalmente, el AUTOR manifiesta que estará 

depositando la versión final de su Tesis de maestría, OBRA y cuenta con los derechos morales y 

patrimoniales correspondientes para otorgar la presente autorización de uso. 
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 GIOVANNI EMMANUEL LÓPEZ CRUZ 
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