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Resumen

Esta tesis aborda del modelado matemático del sistema no lineal de un Acrobot
sobre un carro a través del método clásico de Euler-Lagrange. Además, se proponen
dos estrategias de control robusta para lograr la estabilización de postura en posición
invertida de dicho sistema en un marco de referencia f́ısico no inercial. Las metodoloǵıas
de control corresponden a los algoŕıtmos de control de Modos Deslizantes convencional,
y SúperTorsión. Ambas técnicas de control, resultan ser muy efectivas para rechazar in-
certidumbres, y efectos no inerciales derivadas del marco de referencia acelarado al que
se encuentra sujeto el mecanismo del Acrobot sobre un carro. Finalmente, la implemen-
tación efectiva de los esquemas de control propuesto se ilustran mediante simulaciones
numéricas.
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Abstract

This thesis deals with the mathematical modeling of the non-linear system of an
Acrobot on a car, through the classical method of Euler-Lagrange equations. In addi-
tion, two robust control strategies are proposed to achieve the attitude stabilization of
the inverted position of this system in a non-inertial physical framework. The control
methodologies correspond to the control algorithms of conventional Sliding Modes, and
Super-Twisting. Both control techniques are very effective rejecting modeling uncer-
tainties, and the non-inertial effects derived from the accelerated reference frame to
which the Acrobot mechanism on a car is attached. Finally, the effective implementa-
tion of the proposed control schemes is illustrated by numerical simulations.
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2.3.3. Péndulo doble sobre un carro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3. Control por Modos Deslizantes 23
3.1. Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2. Fundamentos de Modos Deslizantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

xi
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xiv
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los péndulos son sistemas mecánicos ampliamente estudiados en las áreas de robóti-
ca y teoŕıa de control, principalmente porque la mayoŕıa de los mecanismos con multi-
ples eslabones o robots manipuladores pueden verse como multiples péndulos acoplados.
Por este motivo, el estudio de esta clase de sistemas está orientado al diseño de técnicas
de control que a partir de su dinámica, puedan realizar una tarea de control de manera
eficiente. Uno de los sistemas de péndulo más usados y estudiados en teoŕıa de con-
trol, desde los años cincuenta, es el péndulo invertido. Han sido utilizado para probar
técnicas de control lineal y no lneal para estabilización de sistemas inestables. Este
mecanismo, en su configuración invertida, puede presentarse como un péndulo simple o
como un péndulo montado sobre un carro, y consiste en una barra unida a un pivote fijo
o a un pivote móvil, respectivamente. La experimentación con péndulos se debe prin-
cipalmente a las caracteŕısticas no-lineales que exhibe su comportamiento. Además, el
péndulo puede presentarse en muy diversas configuraciones: péndulo invertido, doble
péndulo, péndulo carro, etc.

A su vez, el péndulo doble se puede presentar en dos configuraciones; como Pendubot
o como Acrobot . El Acrobot es un brazo robótico planar de dos uniones de revoluta,
con un actuador en el codo, pero sin actuador en el hombro. El Acrobot recibe su
nombre del hecho de que asemeja a un acróbata de barras paralelas, obteniendo el
impulso para columpiarse, de su cadera. El estudio de este tipo de sistemas de doble
péndulo es muy importante en el área de la robótica debido a la similitud que tiene
con extremidades como los son brazos y piernas, y que tienen aplicación en robots
caminantes y en brazos manipuladores. Además, al ser un péndulo acoplado, exhibe
una dinámica muy interesante para la el desarrollo de estrategias de control. Es en este
sentido, que durante la formulación matemática de dichas estrateǵıas, se debe tomar en
cuenta no solo la dinámica propia del sistema, sino también perturbaciones externas,
inexactitudes matemáticas o efectos no inerciales. Este último efecto, ocurre cuando un
sistema f́ısico no está fijo a una base o superficie, o la superficie en la que está montado
es movil, por lo que su marco de referencia inercial se encuentra acelerado, en tal caso
se le conoce como marco de referencia no inercial. Estos efectos de presentan como
reacciones al movimento no inercial que experimenta un sistema f́ısico, y puede llegar

1



1. INTRODUCCIÓN

a causar inestabilidad a tal punto que un algoritmo de control podŕıa llegar a fallar.
Un área del control que presenta una posible alternativa para lidiar con dinámicas
indeseadas en sistemas mecánicos como el péndulo Acrobot, es el control robusto; el
cual precisamente puede llegar a rechazar dinámicas y perturbaciones desconocidas de
una planta. Dentro de esta subrama, se encuentra el método de control por MD (Modos
Deslizantes) y ST (SúperTorsión) , el cual es un método que altera la dinámica de un
sistema no lineal mediante la aplicación de una señal de control discontinua que obliga
al sistema a ”deslizarse”hasta alcanzar algún punto de estabilidad. Este método ofrece
una gran capacidad para el desarrollo de algoritmos de control en sistemas no lineales
como los péndulos.Aśı pues, las tareas de control más habituales para el Acrobot son
el problema balanceo y el problema de postura. En la primera tarea se busca hacer
columpiar al Acrobot para que alcance su posición invertida, y para la segunda se
busca estabilizar al Acrobot en un punto de equilibrio inestable. El estudio de este tipo
de sistemas de doble péndulo es muy importante en el área de la robótica debido a
la similitud que tiene con extremidades como los son brazos y piernas, y que tienen
aplicación en robots caminantes y en brazos manipuladores. En el presente trabajo se
abordará el estudio de un péndulo tipo Acrobot montado sobre un carro en un sistema
de referencia no inercial para su estabilización en su posición invertida por medio de
técnicas de control robusta basadas en MD y ST.

1.1. Estado del arte

El péndulo invertido es un sistema nolineal clásico, estudiado en investigación de
control y robótica, debido a su conocida respuesta intŕınsecamente inestable. Este me-
canismo presenta muchas variantes que agregan complejidad a su comportamiento f́ısico
y, por lo tanto, ofrecen un gran desaf́ıo para aplicar estrategias de control. La respuesta
f́ısica de estos sistemas, cuando se encuentran acoplados a marcos de referecia no iner-
cial [10, 6], se ve afectada por dinámicas que no estaŕıan presentes en un sistema de
referencia fijo. Estos efectos no inerciales incluyen fuerzas de reacción y movimientos
relativos que pueden alterar el rendimiento global de un sistema de control, de tal forma
que estos efectos deben tenerse en cuenta al diseñar una estrategia de control.

Entre los muchos mecanismos tipo péndulo, una variante que ha sido ampliamente
estudiada en investigación de sistemas de control es el sistema Carro-Péndulo; que está
constituido por péndulo simple invertido que gira libremente mientras está montado
sobre un carro actuado [18]. Un sistema similar es el Oscilador Rotacional-Traslacional
Actuado o TORA por sus siglas en inglés; este sistema mecánico consiste en una pla-
taforma oscilante amortiguada con un resorte, que tiene una masa excéntrica giratoria
unida a dicha plataforma [9]. Algunos otros sistemas tipo péndulo que presentan un
gran reto para el diseño de estrategias de control son las variantes de doble péndulo,
estos incluyen, El Pendubot, El Acrobot y El Doble Péndulo montado en un carro.
Estos sistemas son mecanismos con movimientos planares; el primero se asemeja a un
brazo humano ya que el par/torque de entrada proviene de su primera articulación u
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1.1 Estado del arte

hombro mientras que la segunda articulación o codo gira libremente [25]; y el segundo
es similar a un gimnasta humano en barras paralelas, dado que el par/torque de entrada
es proporcionado por la segunda articulación o cintura, mientras que la primera arti-
culación (punto de apoyo) gira libremente [8]. El péndulo doble en un carro, por otro
lado, consiste en un mecanismo de dos eslabones unido a una plataforma móvil actuada
[20]. Todos estos sistemas mecánicos se pueden estudiar desde un marco de referencia
no inercial [10, 6, 7], ya que un componente móvil particular (carro o enlace) se puede
tomar como un marco acelerado (no inercial), y por lo tanto sus efectos pueden ser
modelados.

T́ıpicamente, algunos de los métodos de control aplicados a los sistemas antes men-
cionados se enfocan en lograr las tareas de elevación o balanceo y estabilización de
postura; sin embargo, también deben tenerse en cuenta las incertidumbres, las pertur-
baciones y los efectos no inerciales del modelado, ya que pueden causar la falla de ciertos
sistemas de control. Por esta razón, un enfoque de control robusto es más adecuado
cuando se trata de tales efectos no deseados. Dentro de esta clasificación de control
robusto, se encuentra el CMD (Control de Modos Deslizantes). Esta estrategia ofrece
funciones útiles, como insensibilidad a la dinámica paraśıtica, perturbaciones externas /
internas acotadas, gran precisión, dinámica de orden reducido del sistema compensado
y convergencia en tiempo finito [31, 23]. Algunos trabajos de investigación sobre CMD
han explotado estas caracteŕısticas particulares con el fin de desarrollar estrategias de
control para sistemas tipo péndulo. Por ejemplo, una estrategia de CMD con retropro-
pagación (backstepping en inglés) se presentó en [1] para elevación y la estabilización de
un sistema Carro-Péndulo que también se lidió con el rechazo de perturbaciones añadi-
das y la reducción de vibraciones. Un caso para el sistema TORA (siglás en inglés de
Oscilador Traslacional Actuador Rotacional) se presenta en [35], donde se propone un
controlador basado en MDC para estabilización global. Además, se propone un control
robusto para el sistema de péndulo doble en [21] para seguimiento de referencia por
MD; y el propuesto en [13] donde presentaron un sistema de doble péndulo-grúa; que es
un péndulo doble en un carro, sin actuadores en las articulaciones y no invertido. Las
tareas de control en este último sistema son reducción de oscilación y equilibrar una
carga útil. A pesar de las caracteŕısticas del CMD, del chattering (oscilaciones de alta
frecuencia) siguen siendo un problema para la implementación de CMD; sin embargo,
esto se puede reducir mediante un enfoque CMD de ST.

En los sistemas descritos, los efectos no inerciales son inducidos por componentes
móviles que aceleran los sistemas de interés, tales como plataformas o carros deslizantes,
o eslabones oscilantes. Además, la entrada de control se aplica generalmente en esta
plataforma móvil; por ejemplo, en los sistemas Carro-Péndulo y Doble Pendulo sobre
un Carro; en donde los carros realizan la acción de control. En este sentido, el sistema
tipo péndulo que se presentará consiste en un robot Acrobot montado en un carro
móvil no accionado. Esto cambia la ubicación donde la entrada de control se aplica,
a la segunda articulación del péndulo y deja que la plataforma no accionada induzca
efectos no inerciales. Además, el controlador robusto basado MD y ST que se propondrá
para este mecanismo, y realizará la tarea de estabilización de postura del acrobot y el
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1. INTRODUCCIÓN

rechazo de efectos no inerciales cuando el carro esté en movimiento.

1.2. Justificación

En muchos trabajos de investigación existen casos de estudio acerca de péndulos
invertidos sobre un carro, en donde la acción de control es transmitida a través del carro
para estabilizar el péndulo que se encuentra sobre éste. Sin embargo, en la iteratura aún
no se a abordado al sistema Acrobot sobre un carro bajo los efectos de una dinámica
no inercial en un marco de referencia acelerado. Por lo anterior, la implementación
de una técnica de control por MD y ST para este sistema resultan algo novedoso e
interesante debido a las grandes capacidades de estabilización, rechazo a perturbaciones
desconocidas e insensibilidad ante parámetros variables que caracteriza a este tipo de
controladores robustos.

1.3. Objetivo General

Diseñar y aplicar una estrategia de control por MD, y por ST al sistema Acrobot
sobre un carro en un sistema de referencia mecánico no inercial para su estabilización
de postura invertida.

1.4. Objetivos Especif́ıcos

Presentar modelo matemático del sistema Acrobot sobre un carro no inercial,
basado en ecuaciones de Lagrange en un sistema no-inercial.

Diseño del controlador por MD.

Diseño del controlador por ST.

Estudio de estabilidad de MD.

Estudio de estabilidad de ST.

Simulción numerica del sistema en lazo cerrado.

Discusión de resultados.

1.5. Problemática

La tarea de estabilización de postura en el péndulo invertido es un problema clásico y
ampliamente estudiado en teoŕıa de control. Para el caso particular del sistema Acrobot
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sobre un Carro que se propone estudiar, el problema consiste en estabilizar el Acrobot
alrededor en su postura invertida mientras este se balancea sobre una plataforma móvil
o carro, usando únicamente el torque proporcionado por un actuador ubicado en su
codo para estabilizarle. Este es un problema especialmente desafiante, ya que se busca
no solo la estabilidad, sino la robustez del sistema ante efectos no inerciales mediante
la aplicación de dos métodos de control basados en MD y ST.

1.6. Organización de la tesis

El presente trabajo está dividido en 5 caṕıtulos, iniciando con la previa introducción
sobre el tema. Esta sección es un pequeño resumen de la estructura que se explicará
a detalle posteriormente. En el caṕıtulo 2 se presentan los fundamentos teóricos del
modelado matemático de sistemas mecánicos en un marco de referencia no inercial, el
desarrollo de sus ecuaciones de movimiento através el metodo clásico de Lagrange, aśı
como una breve explicación sobre algunos sistemas tipo péndulo existentes. Después,
en el Caṕıtulo 3 se presenta el marco teórico fundamentos de la estrategia de control
por MD, y la técnica de ST. En el Caṕıtulo 4 se desarrolla el metodo de modelado
matemático presentado en el Caṕıtulo 2, para el sistema mecánico del Acrobot sobre
un Carro, y se plantean las superficies de deslizamiento para MD. y ST. En el Caṕıtulo
5, se desarrollan las leyes de control basadas en MD y ST, y se aborda su análisis
de estabilidad. Finalmente, se muestran los resultados obtenidos en la simulación del
sistema Acrobot sobre un carro con control en lazo cerrado para ambas estrateǵıas de
control ya mencionadas.
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Caṕıtulo 2

Modelado de sistemas mecánicos

Las ecuaciones dinámicas de un sistema mecánico pueden obtenerse a partir de las
ecuaciones de movimiento de Newton. El inconveniente que presenta este método es
que el análisis se complica notablemente cuando aumenta el número de articulaciones
del mecanismo. En estos casos, es conveniente emplear las ecuaciones de movimiento
de Lagrange. Además muchas relaciones mecánicas en sistemas f́ısicos parten de la
presuposición de que dichos sistemas no están acelerados. Los sistemas que cumplen
con esta condición son conocidos como sistemas de referencia inercial. En este capitulo
se analiza el modelado de sistemas f́ısicos por medio de el Teorema König, las ecuaciones
de Lagrange, y se presenta la descripción de sistemas cuya referencia absoluta sufre una
aceleración. Finalmente, se presentan ejemplos de sistemas mecánicos tipo péndulo.

2.1. Fundamentos para el modelado de sistemas mecáni-

cos

2.1.1. Leyes de Newton

Supóngase un conjunto de puntos materiales móviles ubicados en el espacio. Ahora
dótese a tal espacio de un sistema coordenado con origen en algún punto O. La estructu-
ra obtenida, denotada S, se va a llamar sistema de puntos materiales. Para la part́ıcula
i ∈ S, mi representa su masa, en tanto que ~ri y ~vi denotan su vector de posición y su
velocidad respecto de O. La Fig.2.1 muestra estos aspectos.

Definición 2.1 Un polo es un punto ψ en el espacio. Si ~rψ es el vector de posición
de ψ respecto de O, el vector

~ri,ψ := ~ri − ~rψ
se conoce como vector de posición (ver Fig.2.2).
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2. MODELADO DE SISTEMAS MECÁNICOS

Definición 2.2 Considerese el sistema de puntos materiales S.

Figura 2.1: Un conjunto de puntos materiales referidos a un sistema coordenado.

1. La cantidad escalar

Ec :=
1

2

∑
i∈S

miv
2
i

recibe el nombre de enerǵıa cinética de S.

2. La cantidad vectorial

~p :=
∑
i∈S

mi~vi

se denomina impulso de S.

3. La cantidad vectorial

~j :=
∑
i∈S

[~ri,ψ,mi~vi]

se conoce como momento del impulso de S respecto al polo ψ.

Axioma 2.1 (Primera Ley de Newton) Toda part́ıcula material no sujeta a est́ımulo
externo alguno, sólo puede moverse con velocidad rectiĺınea uniforme o permanecer en
reposo.
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2.1 Fundamentos para el modelado de sistemas mecánicos

Figura 2.2: Relación entre el polo ψ y el origen O.

Axioma 2.2 (Segunda Ley de Newton) Denótese con ~fi la fuerza ejercida sobre la
part́ıcula i ∈ S y sea

~f :=
∑
i∈S

~fi (2.1)

~f = ~̇p

Axioma 2.3 (Tercera Ley de Newton) Dados i, j ∈ S denótese por ~fij la fuerza
ejercida sobre i por j. Entonces

~fij = −~fji

~f = −~fint + ~fext

Lema 2.1 En un sistema de puntos materiales

~fint = ~0

por lo que a partir de la ecuación (2.1)

~fext = ~̇p

Definición 2.3 Considerando que la masa de un sistema S de puntos materiales
está dada por

9



2. MODELADO DE SISTEMAS MECÁNICOS

m :=
∑
i∈S

mi

el punto CI con vector de posición

~rCI :=
1

m

∑
i∈S

mi~ri (2.1)

que recibe el nombre de centro inercial.

Observación 2.1 De la definición de centro de masa se obtiene inmediatamente la
expresión de la velocidad de este punto respecto del origen O: de la derivación de (2.1)
resulta

~vCI :=
1

m

∑
i∈S

mi~̇ri =
1

m

∑
i∈S

mi~vi

2.1.2. Propiedades del Centro Inercial

Lema 2.2 En un sistema de part́ıculas S el centro de masa ~rCI es tal que su
dinámica está dado por

m~̈rCI = ~fext

donde m representa la masa total del cuerpo ŕıgido S y ~fext la sumatoria de fuerzas
externas aplicadas en el centro inercial de S.

Teorema 2.1 (König) Supóngase dos sistemas de referencia, uno absoluto con
origen O y otro relativo con origen O

′
(Fig.2.3). La enerǵıa cinética de un sistema de

part́ıculas S se puede calcular como

Ec = Ec
O
′ + Ec

rel,O
′ +m〈~vi,O′ , ~vCI,O′ 〉 (2.2)

donde:

~vO′ es la velocidad absoluta del origen O
′
,

~vCI,O′ es la velocidad del centro inercial relativa a O
′
,

Ec
O
′ := 1

2mv
2
O
′ es la enerǵıa cinética de S en el sistema O

′
,

Ec
rel,O

′ := 1
2

∑
i∈Smiv

2
i,O′

es la enerǵıa cinética de S relativa a O
′
,

~vi,O′ denota la velocidad del punto i ∈ S relativa a O
′
.
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2.1 Fundamentos para el modelado de sistemas mecánicos

Figura 2.3: Relación entre el sistema absoluto y el auxiliar.

Prueba 2.1 De la definicón de enerǵıa cinética, se tiene que

Ec =
1

2

∑
i∈S

mi〈~vi, ~vi〉 (2.3)

y, ademas considerando que

~vi = ~vO′ + ~vCI,O′

se tiene que

Ec =
1

2

∑
i∈S

mi(〈~vO′ , ~vO′ 〉+ 〈~vi,O′ , ~vi,O′ 〉+ 2〈~vO′ , ~vi,O′ 〉)

=
1

2
mv2

O
′ +

1

2

∑
i∈S

miv
2
i,O′

+ 〈vO
′ ,
∑
i∈S

mi~vO′ 〉

Finalmente multiplicando y dividiendo por m

Ec = Ec
O
′ + Ec

rel,O
′ +m〈~vi,O′ , ~vCI,O′ 〉

Colorario 2.1 El teorema de König tiene dos particularidades importantes.

1. Si el origen O
′

coincide con el centro de inercia del sistema, entonces ~vCI,O′ , y

Ec = Ec
O
′ + Ec

rel,O
′

11



2. MODELADO DE SISTEMAS MECÁNICOS

2. Si S es un cuerpo ŕıgido cuyo pivote coincide con O
′
, entonces existe el vector ω

relativo a O
′

tal que,

Ec
rel,O

′ =
1

2
I~ωω

2

donde I~ω :=
∑

i∈Smid
2
i se la llama momento de inercia con respecto al eje de ~ω

y di es la distancia a dicho eje.

Definición 2.4 En términos generales, sean S un sistema de puntos y ψψ
′

un eje,
la cantidad

Iψψ′ :=
∑
i∈S

mid
2
i

donde di denota la distancia de i ∈ S a ψψ
′
, se llama momento de inercia de S con

respecto del eje ψψ
′

(Fig.2.4).

Figura 2.4: Cuerpo plano rotando en su plano respecto del pivote O.

2.1.3. Teorema de Steiner

Teorema 2.2 (Steiner) Considérese el sólido de masa M de la Fig. 2.5. Deśıgnese
por Iψψ′ y por IOO′ los momentos de inercia respecto de los ejes ψψ

′
, que no pasa por

el centro de masa, y OO
′

que śı lo hace, es paralelo a ψψ
′

y se halla separado de éste
una distancia d. Entre tales momentos de inercia existe la relación

Iψψ′ = IOO′ +md2 (2.4)
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2.1 Fundamentos para el modelado de sistemas mecánicos

Figura 2.5: Sólido rotando alrededor de un eje que no pasa por su centro inercial.

Figura 2.6: Diagrama de distancias a los ejes OO
′

y ψψ
′

de un punto iεS.

2.1.4. Sistemas no inerciales

Definición 2.5 Un sistema coordenado que no experimenta aceleración se llama
sistema inercial, en otro caso se denomina sistema no inercial.
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2. MODELADO DE SISTEMAS MECÁNICOS

2.1.4.1. Segunda Ley de Newton con respecto de un sistema relativo

Se sabe que la aceleración de un punto de posición ~rabs respecto de un sistema
coordenado absoluto puede ser descrita en términos de la aceleración ~wO y la velocidad
y aceleración angular ~ω y ~ε de un sistema coordenado relativo con origen O, a saber

~wabs = ~wtr + ~wrel + ~wcor

donde las aceleraciones de traslación y Coriolis están definidas como

~wtr := ~wO + [~ε, ~rrel] + [~ω, [~ω,~rrel]]

~wcor := 2[~ω,~vrel]

mientras que ~rrel, ~vrel y ~wrel representan la posición, la velocidad y la aceleración
relativas del punto, es decir, respecto del sistema relativo. Ahora bien, se sabe que el
CI (Centro Inercial) de un sistema de puntos S con masa total constante M cumple la
relación

~̇p = m~̈rCI,abs

donde ~rCI,abs denota la posición de CI. Si

~wCI,abs := ~̈rCI,abs (2.5)

la expresión (2.5) se puede presentar como

~̇p = m~wCI,abs

resultado que, en combinación con la Segunda Ley de Newton (2.1), lleva a

m~wCI,abs = ~fext

o bien,

m(~wCI,tr + ~wCI,rel + ~wCI,cor) = ~fext (2.6)

de donde se llega a

m~wCI,tr = ~fext −m~wCI,rel +m~wCI,cor (2.7)

Definición 2.6 Las cantidades

~fCI,tr := −m~wCI,tr (2.8)

se llama fuerza de traslación inercial,
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2.2 Ecuaciones dinámicas de Lagrange

~fCI,cor := −m~wCI,cor (2.9)

se llama fuerza de coriolis inercial.

Las ecuaciones (2.8) y (2.9) permiten obtener una expresión relativa a la ley (2.1)
que describe la dinámica del centro inercial respecto a un sistema de referencia relativo
o acelerado.

m~wCI,rel = ~fext + ~fCI,tr + ~fCI,cor

2.2. Ecuaciones dinámicas de Lagrange

La Segunda Ley de Newton y las ecuaciones dinámicas de Euler son el formalismo
que permite obtener las ecuaciones de movimiento en sistemas mecánicos, sin embargo
generalmente su aplicación se complica si la geometŕıa del movimiento no es simple
y/o por la presencia de restricciones a éste. Las ecuaciones de Lagrange resultan una
herramienta imprescindible pues incluyen de manera natural las restricciones cinemáti-
cas, además de que se basan en el concepto de coordenadas generalizadas, las cuales
permiten describir la dinámica en términos de las variables asociadas con los grados de
libertad del sistema. Parte fundamental de las ecuaciones de Lagrange son las fuerzas
generalizadas, éstas se definen y caracterizan las fuerzas que afectan la dinámica de un
sistema. En general, los distintos puntos materiales de los sistemas mecánicos guardan
conexiones entre śı, llamadas conexiones o restricciones mecánicas. Éstas son relaciones
que condicionan el movimiento y se describen por expresiones matemáticas[3].

Un sistema mecánico simple es un sistema cuyo Langrangiano se encuentra en la
forma de la diferencia entre su enerǵıa cinética (semidefinida positiva) y su enerǵıa
potencial [19], como

L(q, q̇) = Ec − Ep =
1

2
q̇ᵀM(q)q̇− Ep(q) (2.10)

donde q ∈ Rn denota la configuración del vector de coordenadas generalizadas, M(q) ∈
Rn×n es la matriz de inercia del sistema. Ec es la enerǵıa cinética y Ep(q) es la enerǵıa
potencial del sistema debido a la fuerza de gravedad y/o fuerzas con resortes.

Lema 2.2 (Lagrange) Sea S un sistema holonómico de N puntos materiales cuyas
masas no dependen de la velocidad q̇ ni de la posición q. En un sistema tal la dinámica
queda gobernada por la siguiente ecuación diferencial

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= τi, i = 1, .., n (2.11)
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2. MODELADO DE SISTEMAS MECÁNICOS

donde L es el Langrangiano de S, τi recibe el nombre de fuerza generalizada correspon-
diente a la coordenada qi, y Ep es la enerǵıa potencial de cada elemento mecánico,

Ep =
n∑
i=1

Epmi (2.12)

El uso de las ecuaciones de Lagrange para el modelado dinámico de un sistema mecánico
simple, se reduce a cuatro etapas [11]:

1. Cálculo de le enerǵıa cinética (2.2).

2. Cálculo de la enerǵıa potencial.(2.12)

3. Cálculo del Langrangiano (2.10)

4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange (2.11).

Las ecuaciones de movimiento de un sistema mecánico actuado o subactuado suele
tomar la siguiente forma vectorial, una vez desarrolladas las ecuaciones de Lagrange

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = U (2.13)

El término C(q, q̇) ∈ Rn×n contiene dos tipos de términos, uno llamado centrifugos y
otro Coriolis. Además, G(q) ∈ Rn×1 contiene los términos gravitacionales, y U ∈ Rn×1

es el vector que contiene las fuerzas generalizadas de entrada para el sistema mecánico.

2.3. Sistemas Mecánicos Tipo Péndulo

A continuación se presentan una serie de mecanismos cuya principal caracteŕıstica es
su configuración tipo péndulo. Todos estos ejemplos se elijieron debido a la complejidad
del diseño de leyes de control, y al hecho de que su respuesta f́ısica resulta de gran interés
en la investigación de tareas con control y robótica [26, 2, 5, 4, 24].

Los siguientes sistemas son considerados sistemas subactuados, en otras palabras,
sistemas mecánicos donde hay ausencia de actuadores en alguna de las articulaciones
del mecanismo. También, son definidos como mecanismo que poseen menor cantidad de
entradas de control (actuadores) que grados de libertad, esto puede ser debido a fallas
técnicas, o para reducir el costo de diseño.

2.3.1. Péndulo-Carro

El sistema Péndulo-Carro (ver Fig.2.7) esta representado en la Fig.2.7 [34],
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2.3 Sistemas Mecánicos Tipo Péndulo

Figura 2.7: sistema Péndulo-Carro

Se definen los parámetros del sistema como:

m1 : Masa del péndulo [Kg].

m2: Masa del carro [Kg].

lc1 : Distancia del pivote al centro de masa del péndulo [m].

g : Aceleración debido a la gravedad [m/s2].

q2 : Distancia del centro de masa del carro desde su posición inicial [m].

q1 : Ángulo del péndulo respecto a la vertical [rad].

τ : Fuerza aplicada al carro [N].

Ecuaciones de movimiento:

(m1 +m2)q̈2 −m1lc1 sin(q1)q̇2
1 +m1lc1 cos(q1)q̈1 = τ

m1q̈2 cos(q1) +m1l
2
c1q̈1 −m1g sin(q1) = 0

2.3.2. Doble péndulo

El doble péndulo (ver Fig.2.8) un mecanismo planar de dos grados de libertad
formado de la unión de dos eslabones como se puede observar en la figura 2.2, la uńıon
entre los eslabones es de tipo revoluta por lo que pueden girar libremente alrededor de
sus ejes de rotación[22, 36].
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2. MODELADO DE SISTEMAS MECÁNICOS

Figura 2.8: Péndulo doble.

Los parámetros del doble péndulo son:

L1 : Longitud del eslabón 1 [m].

L2 : Longitud del eslabón 2 [m].

I1,zz : Momento de inercia del eslabón 1 [Kg*m2].

I2,zz : Momento de inercia del eslabón 2 [Kg*m2].

m1 : Masa del eslabón 1 [Kg].

m2 : Masa del eslabón 2 [Kg].

lc1 : Distancia del centro de masa del eslabón 1 [m].

lc2 : Distancia del centro de masa del eslabón 2 [m].

g : Fuerza de gravedad [m/s2].

τ1 : Torsión aplicada al eslabón 1 [Nm].

τ2 : Torsión aplicada al eslabón 2 [Nm].

q1 : Desplazamiento angular del eslabón 1 [rad].
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2.3 Sistemas Mecánicos Tipo Péndulo

q2 : Desplazamiento angular del eslabón 2 respecto al eslabón 1 [rad].

Ecuaciones de movimiento:

m11q̈1 +m12q̈2 − φq̇2
2 − 2φq̇1q̇2 + (h1 + h2)g = τ1

m21q̈1 +m22q̈2 + φq̇1
2 + h2g = τ2

cuyos coeficientes son

m11 = m2L
2
1 +

1

3
m1L

2
1 +

1

3
m2L

2
2 + 2m2L1lc2 cos(q2)

m12 = m21 =
1

3
m2L

2
2 +m2L1lc2 cos(q2)

m22 =
1

3
m2L

2
2

φ = m2L1lc2 sin θ2

h1 = (m1lc1 +m2L1) cos θ1

h2 = m2lc2 cos(θ1 + θ2)

Este mecánismo tiene dos configuraciones particulares, cuando τ1 = 0 se le conoce como
Acrobot, y cuando τ2 = 0 se le conoce como Pendubot.

2.3.3. Péndulo doble sobre un carro

El Péndulo doble sobre un carro (ver Fig.2.9) es una extensión del péndulo doble
al agregarse una masa extra (carro) cuyo desplazamiento es prismático y cuya entrada
de control es dicha masa o carro[27].

19



2. MODELADO DE SISTEMAS MECÁNICOS

Figura 2.9: Péndulo doble sobre un carro.

Parámetros del doble péndulo sobre un carro:

L1 : Longitud del eslabón 1 [m].

L2 : Longitud del eslabón 2 [m].

I1,zz : Momento de inercia del eslabón 1 [Kg*m2].

I2,zz : Momento de inercia del eslabón 2 [Kg*m2].

m1 : Masa del eslabón 1 [Kg].

m2 : Masa del eslabón 2 [Kg].

m3 : Masa del carro [Kg].

lc1 : Distancia del centro de masa del eslabón 1 [m].

lc2 : Distancia del centro de masa del eslabón 2 [m].

g : Fuerza de gravedad [m/s2].

τ1 : Torsión aplicada al eslabón 1 [Nm].

τ2 : Torsión aplicada al eslabón 2 [Nm].

τ3 : Fuerza aplicada al carro [N].

q1 : Desplazamiento angular del eslabón 1 [rad].

q2 : Desplazamiento angular del eslabón 2 respecto al eslabón 1 [rad].
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2.3 Sistemas Mecánicos Tipo Péndulo

q3 : Desplazamiento horizontal del eslabón 2 respecto al eslabón 1 [rad].

Ecuaciones de movimiento:

m11q̈1 +m12q̈2 −m13q̈3 − φ1q̇2
2 − 2φ1q̇1q̇2 + (h1 + h2)g = τ1

m21q̈1 +m22q̈2 −m23q̈3 + φ1q̇1
2 + h2g = τ2

−m31q̈1 −m32q̈2 +m33q̈3 − (h1 + h2)q̇1
2 − h2q̇

2
2 − 2h2q̇1q̇2 = τ3

(2.14)

m11 = m2L
2
1 +m1l

2
c1 +m2l

2
c2 + I1,zz + I2,zz + 2m2L1lc2 cos(q2),

m12 = m21 = m2l
2
c2 + I2,zz +m2L1lc2 cos(q2),

m13 = m31 = (m1lc1 +m2L1) sin(q1) +m2lc2 sin(q1 + q2),

m22 = m2l
2
c2 + I2,zz,

m23 = m32 = m2lc2 sin(q1 + q2),

m33 = m3 +m1 +m2,

φ1 = m2L1lc2 sin θ2,

h1 = (m1lc1 +m2L1) cos θ1,

h2 = m2lc2 cos(θ1 + θ2).

conclusión

En este capitulo se estuadiaron los fundamentos f́ısicos de los sistemas mecánicos,
que incluyen las leyes de Newton y las propiedades de el centro de inercia de un sistema
de puntos materiales o cuerpo ŕıgido en movimiento. También, se introdujeron conceptos
importantes para el desarrollo de las ecuaciones de enerǵıa de los sistemas mecánicos,
estos son, El teorema de König para la enerǵıa cinética de un sistema, y el teorema
de Steiner para cuerpos ŕıgidos cuyo eje de rotación se encuentra alejado de su centro
inercial. A su vez, se definió el concepto de sistema f́ısico no inercial, y su diferencia con
respecto de un sistema inercial fijo. Además, se expuso la metodoloǵıa de las ecuaciones
de Lagrange, através de la cual se pueden obtener las ecuaciones dinámicas de los
sistemas mécanicos. Finalmente, se expusieron algunos ejemplos de sistemas mecánicos
tipo péndulo estudiados en el desarrollo de sistemas de control y sistemas robóticos.
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Caṕıtulo 3

Control por Modos Deslizantes

Cuando se pretende abordar un problema de control para cualquier sistema dinámi-
co, siempre es imperativo tomar en cuenta las discrepancias que presenta una aproxi-
mación o modelo matemático que describe el comprtamiento de un sistema f́ısico. Estas
discrepancias, pueden generarse por parámetros no modelados del sistema real, por per-
turbaciones externas desconocidas, o por alguna dinámica parasitaria o que no quedó
modelada en su ecuación dinámica. Por este motivo, diseñar una ley de control apro-
piada suele ser un problema complejo. En este sentido, una de las áreas de control que
ofrecen solución para el diseño de controladores para sistemas de control en lazo cerra-
do, es el control robusto. Este enfoque de diseño lidia directamente con incertidumbres
o perturbaciones presentes en los sistemas de control, logrando generalmente, la esta-
bilidad de dichos sistemas en presencia de incertidumbres o perturbaciones acotadas.
Un enfoque particular de control robusto, es el Control por Modos deslizantes o Sliding
Modes Control. En este caṕıtulo se presentan los fundamentos CMD, y se presenta
también el desarrollo de leyes de control por MD y ST.

3.1. Antecedentes

El desarrollo de los controladores por Modos Delizantes se remonta a los años 60
en la Unión Soviética, con la aparición del concepto matemático de los ”Sistemas de
Estructura Variable”, o VSS por sus siglas en inglés. Pronto, el CMD se volvió el modo
principal de operación para este tipo de sistemas VSS [31]. Por lo anterior, las herra-
mientas matemáticas desarrolladas para estudiar los sistemas basados en MD fueron
inicialmente orientadas al analisis del comportamiento de sistemas de control discon-
tinuo. En ese momento, se le dio especial antención a las numerosas capacidades que
proporciana este tipo de dinámica discontinua, tales son, linearización de sistemas,
reducción de orden de ecuaciones diferenciales, diseño de controladores con alta exacti-
tud, y propiedades de estabilización. En consecuencia, junto con los ya muy conocidos
controladores lineales, los controladores por MD se implementaron en gran medida en
sistemas de control para generadores de corriente continua, o sistemas discontinuos de
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alta frecuencia como conmutadores o transistores [32]. Por lo tanto, debido a su pro-
piedad de reducción de orden, baja sensibilidad a perturbaciones, y variaciones en el
modelo de la planta, los controladores basados en MD se han convertido en una ex-
celente herramienta para controlar sistemas con una dinámica nolineal de alto orden
bajo condiciones de uncertiddumbre o perturbación acotadas presentes en procesos y
mecanismos modernos [29].

3.2. Fundamentos de Modos Deslizantes

El fenomeno de los modos deslizantes aparecen en los sistemas dinámicos descritos
por ecuaciones diferenciales ordinarias con parte derecha discontinua. El ejemplo t́ıpico
deun sistema con modos deslizantes, es un sistema de relé de segundo orden. La entrada
de control se describe como [31],

ÿ + a2ẏ + a1y = u

u = −K ∗ sign(s), s = cx+ ẏ, a1, a2,K, c ∈ R son constantes.

K tomará solo dos valores. K o −K, y experimenta discontinuidades en la superfice
s = 0 en el plano de estados (y, ẏ) (ver 3.2). Se desprende del análisis del plano de
estados que, en la vecindad del segmento ll

′
en la superficie de deslizamiento s = 0,

las trayectorias van en dirección opuesta, lo cual lleva a la aparición de los modos
deslizantes a lo largo de esta superficie. La ecuación de dicha superficie es

ẏ + cy = 0

Figura 3.1: Modos Deslizantes en un sistema tipo relé.

Se puede interpretar que

El orden de la ecuación s es menor que la del sistema original.
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3.2 Fundamentos de Modos Deslizantes

Los modos deslizantes no dependen de la dinpamica de la planta, y solo está
determinada por el parámetro c.

Figura 3.2: Plano de estados (ẏy) de dos sistemas inestables.

Los modos deslizantes se volvieron el principio de operación de las llamadas VSS,
una VSS consiste en un conjunto de subsistemas continuos con una lógica de desli-
zamiento propia, como consecuencia, las acciones de control son funciones de estados
discontinuas, perturbaciones, y entradas de referencia. El sistema tipo relé con estados
dependientes de la amplitud de la variable de control ilustra este tipo de sistemas VSS.

El sistema con a1 = 0 y a<0 consta de dos estructuras lineales inestables (u = kx
y u = −kx, Fig.3.1) con y = 0 y s = 0 como ĺıneas de conmutación. Como está claro
desde el plano de estado del sistema, el estado alcanza la ĺınea de conmutación en
s = 0 para cualquier condición inicial. Entonces, el modo deslizante ocurre en esta
ĺınea (Fig.3.3) con la ecuación de movimiento ẏ + cy = 0, mientras que el vector de
estado decae exponencialmente. De forma similar al sistema de relé, después del inicio
del modo deslizante, el movimiento se rige por una ecuación de orden reducida que no
depende de los parámetros de la planta.
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3. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

Figura 3.3: Plano de estados de un VSS.

Considerese el sistema nolineal af́ın con modos deslizantes,

ẏs = f(t, ys) +B(ys, t)u, (3.1)

ui =

{
u+
i (t, ys) if σi > 0
u−i (t, ys) if σi < 0

, i = 1, 2, 3...

donde y ∈ Rm es un vector de estado, u ∈ Rm es un vector de control, u+
i (t, y),

u−i (t, y) y si(y) son funciones continuas de con argumentos, u+
i 6= u−i . El control es

diseñado como una función discontinua del estado tal que cada componente se somete
a discontinuidades en alguna superficie en el espacio de estado del sistema.

Por lo general en (3.1) los modos deslizantes existen en la intersección de todas las
superficies discontinuas si = 0, o en el conjunto

s(ys) = sᵀ[s1, ..., sm], de dimensión n-m.

En modo deslizante, la variable s es cercana a cero, mientras que la acción de control
toma un valaor finito uav (un valor promedio, Fig. 3.4). Por tanto, el control imple-
menta una ganancia teóricamente infinita, que es la herramienta usada para rechazar
perturbaciones y otras incertidumbres del sistema. A diferencia del control continuo,
los modos deslizantes presentan la propiedad de invarianza en tiempo finito. Además,
dado que las trayectorias en modos deslizantes perteneces a una superficie o conjunto
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3.2 Fundamentos de Modos Deslizantes

de superficies de menor orden que el sistema original, esto posibilita al diseñador sim-
plificar y desacoplar la ley de control. Tanto la reducción de orden, como la invarianza
son visibles por arriba de sistemas de segundo orden.

Figura 3.4: Implementación de alta ganacia en modos deslizantes.

3.2.1. Solución de Flippov

Considere inicialmente el caso cuando el sistema (3.1) tiene una sola entrada, y se
define [23]

S = ys : s(ys) = 0

y s : Rn � R. Supongamos que ys0 es un punto de discontinuidad en S y define
f c−(ys0) y f c+(ys0) como los ĺımites de f c(ys) cuando el punto ys0 es aproximado desde
lados opuestos de la tangente de S en ys0. La solución propuesta por Filippov viene
dada por

ẏs(t) = (1− α)f c−(ys) + αf c+(ys) (3.2)

donde 0 < α < 1.
El coeficiente α se escoje de tal manera que

f ca = (1− α)f c− + αf c+ (3.3)

sea tangencial a S (ver Fig.3.5).
Observación 3.1 De la discusión anterior, está claro que la solución Filippov es

una solución promedio de los dos vectores de velocidad en el punto ys0. La ecuación
(3.2) se puede considerar como una ecuación diferencial cuyo lado derecho se define
como el conjunto convexo

fflip(ys) = (1− α)f c− + αf c+ : for all α ∈ [0, 1]

por lo tanto,

ẏs ∈ fflip(ys)
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3. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

Figura 3.5: Modos Deslizntes por Flippov.

Los valores de α que aseguran ṡ(t) = 0 se pueden calcular expĺıcitamente a partir
de la ecuación (3.2). Por simplicidad, supongamos s(t) = Sy donde S ∈ Rn. Entonces
expĺıcitamente

ṡ = Sy = (1− α)Sf c− + αSf c+

y, para mantener s = 0, α debe satisfacer

(1− α)Sf c− + αSf c+ = 0

por consiguiente

α =
Sf c−

Sf c− − Sf c+

por lo tanto

ẋ =
Sf c−f

c
+ − Sf c+f

c
−

Sf c− − Sf c+

En este sentido, dado que u(ys) introduce una discontinuidad (ver Fig.3.6)

ui =

{
u+
i if σi > 0
u−i if σi < 0

, i = 1, 2, 3...

El problema de control consiste en de desarrollar una ley que force los estados de
un sistema a alcanzar la superficie S, y que genere los modos deslizantes para hacer
converger a s(ys) en un tiempo finito [28].

El diseño de la ley de control de modo deslizante se puede dividir en dos fases como
se muestra en la Fig.3.7 :
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3.2 Fundamentos de Modos Deslizantes

Figura 3.6: Función signo.

1. La Fase 1 (fase de alcance) consiste en la construcción de una superficie de des-
lizamiento adecuada para que la dinámica del sistema confinado a la superficie
deslizante S produzca un comportamiento deseado;

2. La Fase 2 (fase deslizante) implica el diseño de una ley de control discontinua que
force la trayectoria del sistema a la superficie deslizante y la mantenga ah́ı.

u = uisign(s)

Figura 3.7: Modos deslizantes.

Para mantener el régimen de deslizamiento ideal, la señal de control debe ser capaz
de conmutar con una frecuencia infinita entre valores positivos a negativos, esto produce
un efecto indeseado como lo es el chattering, aśı que las trayectorias oscilaran oscilan
alrededor de la superficie de deslizamiento (véase Fig.3.7). La presencia del chattering
puede excitar dinámicas no modeladas, reducir la exactitud del control, introducir gran-
des pérdidas por calor en circuitos eléctricos de potencia, aparte de producir fallas en
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3. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

dispositivos mecánicos. Este efecto, sin embargo puede ser reducido aplicando técnicas
de MD de segundo orden como el algoŕıtmo ST.

3.2.2. Efecto chattering

Las aplicaciones de CMD pueden experimentar un fenomeno no deseado de oscila-
ciones con una frecuencia y amplitud finitas, las cuales son conocidas como chattering.
El chattering es un efecto que aparece naturalmente en este tipo de controladores debi-
do su comportamiento discontinuo, y puede ser peligroso porque provoca baja exactitud
en los controladores, amplio juego en partes mecánicas, y grandes perdidas de calor en
circuitos de potencia. Existen dos razones que pueden producir el chattering [30]:

El chattering puede ser causado por una dinámica rápida que fue omitida en el
modelo ideal. Estas dinámicas sin modelar con pequeñas constantes de tiempo,
generalmente no se tienen en cuenta en los modelos de servomecanismos, sensores
y procesamiento de datos sors.

La segunda razón, es la implementación de controladores digitales con muestreo
finito, que causa oscilación por discretización. Teóricamente, un modo deslizante
ideal implica una frecuencia de deslizamiento infinita. Dado que el control es
constante dentro del intervalo de muestreo, la frecuencia de deslizamiento no
puede exceder la frecuencia de muestreo.

3.3. Estabilidad de Lyapunov

La teoŕıa de la estabilidad juega un papel central en ingenieŕıa de control. Exis-
ten diferentes tipos de problemas de estabilidad que surgen en el estudio de sistemas
dinámicos. La estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema suele caracterizarse
en el sentido de Lyapunov. Un punto de equilibrio es estable si todas las soluciones
que comienzan en puntos cercanos se quedan cerca; de lo contrario, es inestable. Es
asintóticamente estable si todas las soluciones que comienzan en puntos cercanos no
solo permanecen cerca, pero también tienden al punto de equilibrio a medida que el
tiempo se acerca al infinito. Los teoremas de estabilidad de Lyapunov dan condiciones
suficientes para la estabilidad, estabilidad asintótica, etc. No dicen si las condiciones
dadas también son necesarias. Además el análisis de estabilidad de Lyapunov puede
mostrar las cotas de la solución de un sistema [12, 33].

Considere el siguiente sistema dinámico que satisface

ż = f(z, t) z(t0) = z0 z ∈ Rn (3.4)

Supondremos que f(z, t) satisface las condiciones estándar para la existencia y uni-
cidad de soluciones. Tales condiciones son, por ejemplo, que f(z, t) es Lipschitz continuo
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3.3 Estabilidad de Lyapunov

con respecto a x, uniformemente en t, y por partes continuo en t. Un punto z∗ ∈ Rn es
un punto de equilibrio de (3.4) si f(z∗, t) := 0. De manera intuitiva y un tanto cruda,
decimos un que un punto de equilibrio es localmente estable si todas las soluciones que
comienzan cerca de z∗ (significado que las condiciones iniciales están en la vecindad de
z∗) permanecen cerca de z∗ para todo el tiempo t. Se dice que el punto de equilibrio
z∗ es localmente asintoticamente estable si z∗ es localmente estable y, además, todas
las soluciones comienzan cerca z∗ y que tiendan hacia z∗ cuando t→∞.

Cambiando el origen del sistema, podemos suponer que el equilibrio el punto de
interés ocurre en z∗ = 0.

Definición 3.2 (Estabilidad en el sentido de Lyapunov) El punto de equilibrio
z∗ = 0 en (3.4) es estable en t = t0 si para cualquier ε > 0 existe δ(t0, ε) > 0, tal que

||zt0 || < δ� ||zt|| < ε, ∀t ≥ t. (3.5)

Definición 3.3 (Estabilidad aśıntotica) Un punto de equilibrio x∗ = 0 para (3.4)
es aśıntoticamente estable en t = t0 si

1. z∗ = 0 es estable, y

2. z∗ = 0 es localmente attractivo, es decir, existe δ(t0) tal que

||zt0 || < δ � ĺım
t→ ∞

= 0. (3.6)

Como en la definición anterior la estabilidad asintótica se define en t0, la estabilidad
asintótica uniforme requiere:

1. z∗ = 0 es uniformemente estable, y

2. z∗ = 0 es uniformemente localmente atractiva; es decir, existe δ independiente de
t0 para lo cual se cumple la ecuación (3.4). Además, se require que la convergencia
en la ecuación (3.4) sea uniforme.

3.3.1. Método directo de Lyapunov

El método directo de Lyapunov permite determinar la estabilidad de un sistema sin
integrar expĺıcitamente la ecuación diferencial (3.4). El método es una generalización
de la idea de que si hay alguna ”medida de enerǵıa.en un sistema, entonces podemos
estudiar la tasa de cambio de la enerǵıa del sistema para determinar su estabilidad.
Sea, B una bola de tamaño ε alrededor del origen, B = z ∈ Rn : ||z|| < ε.

Definición 3.4 (Función localmente definida positiva - fldp) Sea V : Rn×R+ → R
es localmente definida positiva si ε > 0 y α0 : R+ → R,

V (0, t) = 0 y V (z, t) ≥ α0(||z||) ∀z ∈ B, ∀t ≥ 0
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Definición 3.5(Función definida positiva - fdp) Sea V : Rn×R+ → R una función
definida positiva si satisface las condiciones de la Definición 3.4 y, además α0(h)→∞)
cuando h→∞).

Para acotar V por arriba, se define lo siguiente:
Definición 3.6 (Función decreciente) Sea V : Rn×R+ → R una función decreciente

para alguna ε > 0 y para β : R+ → R,

V (z, t) ≤ α0(||z||) ∀z ∈ B, ∀t ≥ 0

Usando estas definiciones, el siguiente teorema nos permite determinar estabilidad
para un sistema mediante el estudio de una función de enerǵıa apropiada. Este teore-
ma establece que cuando V (z, t) está definido como localmente positivo la función y
V̇ (z, t) ≤ 0, entonces se concluye que el punto de equilibrio z∗ es estable. La derivada
temporal de V se toma a lo largo de las trayectorias de el sistema:

V̇ |ż=f(z,t) =
∂V

∂t
+
∂V

∂z
f

Teorema 3.1 (Teorema básico de Lyapunov) Sea V (z, t) una función no negativa
con derivada V̇ a lo largo de las trayectorias del sistema,

1. Si V (z, t) es localmente positiva definida y V̇ (z, t) ≤ 0 localmente en z, y para
todo t, entonces el origen del sistema es localmente estable (en el sentido de
Lyapunov).

2. Si V (z, t) es localmente positiva definida y decresciente, y V̇ (z, t) ≤ 0 localmente
en z, y para todo t, entonces el origen del sistema es uniforme localmente estable
(en el sentido de Lyapunov).

3. Si V (z, t) es localmente definido positivo y decreciente, y −V̇ (z, t) es definida
localmente positiva, entonces el origen del sistema es uniformemente localmente
asintóticamente estable.

4. Si V (z, t) es positivo definido y decreciente, y −V̇ (z, t) es positivo definido, enton-
ces el origen del sistema es globalmente uniformemente asintóticamente estable

Una función V (z, t) que cumple con las condiciones impuestas en el método directo
de Lyapunov, se denomina función de Lyapunov. Este método es una herramienta de
análisis muy poderosa. Sin embargo, presenta dos desventajas. La primera es que no
hay un método sistemático para hallar una función de Lyapunov por lo tanto hay
que proponer una función candidata de Lyapunov y probar si la misma cumple con
los requisitos de estabilidad. La segunda es que el teorema solo brinda condiciones
suficientes por lo tanto el hecho de no encontrar una función candidata a Lyapunov
que satisfaga las condiciones de estabilidad o de estabilidad asintótica no significa que
el origen es inestable o asintóticamente estable.
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3.4. Diseño de un controlador por Modos Deslizantes

Considerese el sistema con estados ya1 = ya y ya2 = ẏa1 [23],[
ẏa1

ẏa2

]
=

[
ya2

u+ f(ya1, ya2, t)

]
(3.7)

el cual se requiere compensar através de una ley de control por Modos Delizantes,
para ello primero se propone una superficie de deslizamiento adecuada,

s = σ(ya1, ya2) = ya2 + cya1, c > 0 (3.8)

Para que los estados del sistema puedan alcanzar convergencia aśıntotica en cero
en presencia de una perturbación acotada f(ya1, ya2, t), se tiene que forzar s a cero en
tiempo finito por medio de una acción de control u. Este problema se puede resolver
aplicando la teoŕıa de Lyapunov, para la dinámica de s a partir de las ecuaciones (3.7)
y (3.8):

ṡ = cya2 + f(ya1, ya2, t) + u, s(0) = s0 (3.9)

Para (3.9) se propone la siguiente función de Lyapunov,

V =
1

2
σ2 (3.10)

Para asegurar la estabilidad aśıntotica se deben cumplir que

(a) V̇ < 0 for s 6= 0

(b) lim|s|→∞V =∞

La condición (b) es satisfecha por (3.10). Para que la variable deslizante (8) alcance
la convergencia en tiempo finito, la condición (a) se transforma en:

V̇ ≤ −αV 1/2, α > 0 (3.11)

Si (3.11) es integrada sobre 0 ≤ tr ≤ t, se obtiene

V 1/2(t) ≤ −1

2
αt+ V 1/2(0)

Si V (t) alcanza la estavilidad en tiempo finito entonces tr está acotada por

tr ≤
2V 1/2(0)

α

La derivada de V , se cálcula como

V = sṡ = s(cya2 + f(ya1, ya2, t) + u)
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proponiendo u = −cya2 + v, se obtirnr la condición

V̇ = sf(ya1, ya2, t) + vs

donde v = −ρsign(s), y

sign(s) =

{ 1 if s > 0[
− 1, 1

]
if s = 0

−1 if s < 0

Entonces se tiene

V̇ ≤| s | L− | s | K = − | s | (K − L)

V̇ ≤ − α√
2
| s |, α > 0

V̇ ≤ − | s | (K − L) = − α√
2
| s |

K =
α√
2

+ L

Por lo tanto, la ley de control que estabiliza el sistema en tiempo finito es

u = −cya2 − ρsign(s)

3.5. SúperTorsión

3.5.1. Fundamentos del algoŕıtmo de SúperTorsión

Este algoritmo ha sido desarrollado para controlar sistemas con grado relativo uno
para evitar el chattering en sistemas VSS. También en este caso las trayectorias en
la superficie de deslizamiento (de orden 2) se caracterizan por ”torcerse.alrededor del
origen (Fig.3.8), pero la ley de control continuo u(t) está constituida por dos términos.
El primero se define por medio de su derivada discontinua en el tiempo, mientras que
el otro es un función continua de la variable de deslizamiento propuesta s [15].
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Figura 3.8: Fase de trayectorias-SuperTorsión.

Considerese el sistema, {
ẏb1 = yb2
ẏb2 = ϕ(t, yb) + γ(t, yb)u̇

(3.12)

donde ϕ y γ son funciones desconocidas acotadas [14],

Φ > 0, |ϕ| ≤ Φ, 0 < Γm ≤ γ ≤ ΓM

La ley de control está definida de la siguiente manera:

u(t) =u1(t) + u2(t) (3.15)

u̇1(t) =

{
−u if |u| > 1

−Wsign(yb1) if |u| ≤ 1

u2(t) =

{
−λ|s0|ρsign(y1) if |y1| > s0

−λ|yb1|ρsign(yb1) if |yb1| ≤ s0

donde S0 es la condición inicial de la variable de deslizameinto, y,
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W >
Φ

Γm

λ2 ≥4ΦΓM (W + Φ)

Γ2
mΓm(W − Φ)

0 <ρ ≤ 0.5

El controlador puede ser simplificado cuando el sistema (3.12) es linealmente de-
pendiente del control, u no requiere estar acotado y s0 =∞:

u = −λ|s|ρsign(yb1) + u1,

u1 = −Wsign(yb1).

El algoritmo de ST no necesita información sobre la derivada con respecto del tiempo
de la variable deslizante. Un modo deslizante de orden 2 exponencialmente estable llega
si la ley de control (3.15) con ρ = 1. La elección ρ = 0.5 asegura que el máximo posible
para la realización de un modo deslizante de orden 2 se logre.

3.5.2. Diseño de controlador por SúperTorsión

El método clásico de Modos Deslizantes (primer orden) brinda una solucion robusta
y de alta precisión para una amplia gama de problemas de control en condiciones de
incertidumbre. Sin embargo, presenta dos principales restricciones. En primer lugar,
en problema de manterner los estados de un sistema en cero debe lograrse con una
variable de deslizamiento de grado relativo 1, lo que significa que el control necesita
aparecer expĺıcitamente en la primera derivada de la variable. Por lo tanto, uno tiene
que buscar variable de deslizamineto apropiada. En segundo lugar, la conmutación de
control de alta frecuencia puede fácilmente causar complicaciones prácticas inaceptables
(chattering). Una posible solución a estos problemas es aplicar un algoŕıtmo de control
de Modos deslizantes de segundo orden, como el Super-Twisting [16, 23].

Considerese nuevamente el sistema (3.4), pero ahora con yd = x1, se tiene entonces
que

y
(2)
d = u+ f(yc, ẏc, t) (3.13)

con una superficie de deslizamiento

s = ė+ ce, c > 0 (3.14)

donde e = yc(t)− yd(t), y

ṡ = ÿc + cẏc − f(yd, ẏd, t)− cẏd − u = ϕ(yd, ẏd, t)− u (3.15)
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Para llevar a la variable (3.14) a cero en tiempo finito se intenta usar la siguiente
ley de coontrol

u = c|s|1/2sign(s) (3.16)

suponiendo que ϕ(yd, ẏd, t) = 0, la dinámica compensada (3.15) se vuelve,

ṡ = c|σ|1/2sign(s) (3.17)

cuyo timpo de alcance es

tr =
2

a
|s0|

1
2

Por lo que el controlador (3.16) estabiliza la variable de deslizamiento en tiempo
finito. Sin embargo cuando ϕ(yd, ẏd, t) 6= 0, esto no ocurre. Por este motivo, el algoŕıtmo
de ST incluye una nueva variable de compensanción para ϕ(yd, ẏd, t) 6= 0 y ϕ̇(yd, ẏd, t) ≤
L donde L > 0 es la cota de la perturbación. Entonces,{

u =
1

m̄
(a|s|

1
2 sign(s) + w

ẇ =b sign(s), b > 0

ṡ = ϕ(yd, ẏd, t) + a|s|
1
2 sign(s) + w

De esta manera el controlador (3.16) consigue igualar w ϕ(yd, ẏd, t) en tiempo finito
por lo que s converge a cero.

Propiedades del algoŕıtmo de SúperTorsión:

1. El controlador ST es una técnica de control basada en Modos Deslizantes de
segundo orden, dado que tanto ṡ como s convergen a cero en tiempo finito.

2. Es un método de control continuo dado que a|s|
1
2 sign(s) y w = b

∫
signsdt son

continuos.

Conclusión

En este caṕıtulo se trataron los conceptos fundamentales para entender el funcio-
namiento de sistemas de control basados en MD. Se abordó la naturaleza deslizante
de estos sistemas desde el sentido de Flippov, y sus fases de funcionamiento. Tambén,
se introdujo el concepto de estabilidad en el sentido de Lyapunov, y sus respectivas
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condiciones para diferentes tipos de estabilidad. Además, se presentó el concepto de
algoŕıtmo de ST, y se mostraron los pasos para la elaboración de leyes de control para
MD y ST.
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Caṕıtulo 4

Formulación del problema

El sistema Pendulo tipo Acrobot sobre un carro es un mecanismo planar con dos
eslabones ŕıgidos unidos entre śı através de juntas de revoluta y montados en una
plataforma móvil ŕıgida no accionada. Solo hay un actuador que proporciona la entrada
de par en la segunda articulación del péndulo, ya que es una configuración de acrobot.
Dicho sistema se toma desde un marco de referencia acelerado conrrespondiente al
carro al que se encuentra fijo el acrobot. En este caṕıtulo se propone el modelado de un
sistema tipo péndulo en un sistema de referencia no inercial, mediante el teorema de
Konig y las bien conocidas ecuaciones de Lagrange. Además, se desarrollan dos leyes
de control para estabilización de posición (postura invertida) del robot, por medio
de Modos Deslizantes y SúperTorsión. Por último, se estudia la estabilidad de ambos
controladores.

4.1. Sistema Acrobot sobre un carro con marco de refe-

rencia mecánico no inercial

4.1.1. Modelo dinámico: ecuaciones de enerǵıa y ecuaciones de La-

grange.

Para desarrollar el modelo matemático del Acrobot sobre un carro, se tendrán en
cuenta los siguientes supuestos: todos los elementos sólidos son ŕıgidos, el sistema no
tiene fricción y el efecto de la gravedad es vertical con respecto al plano de movimien-
to. El sistema tiene tres grados de libertad (uno traslacional y dos rotacionales), sin
embargo el desplazamiento traslacional de considera como parte de los efectos no iner-
ciales del sistema; el carrito y el robot Acrobot están ĺımitados, debido a sus juntas
mecánicas, a moverse solo horizontalmente; y en el caso de los eslabones del Acrobot,
a girar sobre sus respectivos ejes. Sin embargo, los desplazamientos angulares y trasla-
cionales del acrobot no están restringidos, es decir, ni los radios de giro ni la distancia
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4. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

de desplazamiento están ĺımitados; el carro no tiene motor, pero cualquier aceleración
inducida a través del carro transmitirá fuerzas de reacción (efecto no inercial) en la
dinámica del Acrobot. El modelo toma en consideración solo las masas y los momentos
de inercia del Acrobot, y omite la dinámica del carrito ya que el interés de estudio del
modelo matemático radica en los efectos no inceriales sobre el Acrobot.

Considere el sistema Acrobot sobre un carro con aceleración horizontal constante
w̄, representada en la Fig.4.1, con los parámetros descritos en la Tabla 4.1; donde la
dinámica del Acrobot se ve afectada por el movimiento del carro, esto significa que el
Acrobot está bajo un marco de referencia no inercial.

Figura 4.1: Sistema Acrobot bajo un marco de referencia no inercial.

Las coordenadas generalizadas para el sistema Acrobot sobre un carro, están defi-
nidas como:

q1 := θ1, q2 = θ2
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Como se puede observar, el desplazamiento x̄ no se incluye como una coordenada
generalizada, esto es aśı para que durante en el desarrollo de las ecuaciones dinámicas,
los efectos no inerciales inducidos por la dinámica de x̄, ya que el carro se comporta
como un marco de referencia acelerado, se pueda diferenciar de la dinámica del Acrobot.

Tabla 4.1: Parametetros del sistema.

Notación Descripción

w̄ Aceleración horizontal del carro.

x̄ Desplazamiento horizontal del carro.

θ1 Ángulo entre el eje horizontal y el eslabón 1.

θ2 Ángulo entre el eje horizontal y el eslabón 2.

τ Entrada de control.

m1, m2 Masas del eslabón 1 y 2.

L1, L2 Longitudes del eslabón 1 y 2

lc1, lc2 Distancia del eje al centro de masa del eslabón 1 y 2.

I1, I2 Tensores de inercia de los eslabones 1 y 2.

g Aceleración gravitacional.

e Vector unitario.

La enerǵıa cinética Ec está representada por el siguiente término:

Ec =

2∑
i=1

Ecmi

donde Ec se puede calcular aplicando el teorema de König,

Ecmi =Ecmi,O + Ecmi,rot−O
+mi < vi−CI ,vO >

=
1

2
||vO||2 +

1

2
< ~ωi, Ii,O~ωi > +mi < vi−CI ,vO >

El término vO, es la velocidad del origen del sistema de coordenadas. Ii,O es el tensor
de inercia relativo al origen O del sistema de coordenadas, y vi−CI es la velocidad
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4. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

del centro de inercia relativo al origen O; mi representa la masa de cada eslabón del
mecanismo, y ~ωi representa la velocidad rotacional de los eslabones del acrobot. En
el caso del Acrobot la enerǵıa cinética está dada por la suma de las enerǵıas cinéticas
individuales de cada eslabón. Además, para calcular la enerǵıa de los eslabones, es
necesario tomar en cuenta su componente rotacional. En este sentido, la dirección de
las velocidades angulares de los eslabones del Acrobot está representada por el vector
unitario e = [0 0 1]ᵀ que describe la rotación como ortogonal al plano de movimiento.
Por lo tanto, los vectores de las velocidades angulares del acrobot se definen de la
siguiente manera [19]:

~ω1 := θ̇1e = q̇1e

~ω2 := (θ̇1 + θ̇2)e = (q̇1 + q̇2)e

y, los tensores de inercia de cada eslabón, respectivamente; tomando en cuanta que
lc1 = L1

2 , lc2 = L2
2 , quedan descritos como

I1,O =

I1,xx 0 0
0 I1,yy 0
0 0 1

3m1L
2
1



I2,O =

I2,xx 0 0
0 I2,yy 0
0 0 1

3m2L
2
2


Por lo tanto, podemos calcular cada enerǵıa de la siguiente manera

Enerǵıa cinética de m1

Figura 4.2: Eslabón 1 del acrobot.
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Aplicando el teorema de Konig,

Ecm1
=

1

2
||vO||2 +

1

2
< ~ω1, I1,O~ω1 > +m1 < v1−CI ,vO >

donde

vO = ˙̄x

v1−CI =

[
˙̄x1

˙̄y1

]
=

[
−lc1q̇1sin(q1)
lc1q̇1cos(q1)

]
Por lo tanto,

Ecm1
=

1

2
m1

(√√√√[ ˙̄x 0
] [ ˙̄x

0

])2

+
1

2
(q̇1e

ᵀ)I1(q̇1e)+

m1

[
−lc1q̇1sin(q1) lc1q̇1cos(q1)

] [ ˙̄x
0

]

=
1

2
m1 ˙̄x2 +

1

2
(
1

3
m1L

2
1)q̇2

1 −m1lc1 ˙̄xq̇1 sin(q1)

Enerǵıa cinética de m2

Figura 4.3: Eslabón 2 del acrobot.

Aplicando el teorema de Konig,

Ecm2
=

1

2
||vO2 ||2 +

1

2
< ω2, I2,o~ω2 > +m2 < v2−CI ,vO2 >
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donde

vO2 =

[
˙̄x− L1q̇1 sin(q1)
L1q̇1 cos(q1)

]

v2−CI =

[
˙̄x2

˙̄y2

]
=

[
−lc2(q̇1 + q̇2) sin(q1 + q2)
lc2(q̇1 + q̇2) cos(q1 + q2)

]
Por lo tanto,

Ecm2
=

1

2
m2

(√√√√[ ˙̄x− L1q̇1 sin(q1) L1q̇1 cos(q1)
] [ ˙̄x− L1q̇1 sin(q1)

L1q̇1 cos(q1)

])2

+

1

2
(q̇1 + q̇2)eᵀI2(q̇1 + q̇2)e+

m2

[
−lc2(q̇1 + q̇2) sin(q1 + q2) lc2(q̇1 + q̇2) cos(q1 + q2)

] [ ˙̄x− L1q̇1 sin(q1)
L1q̇1 cos(q1)

]

=
1

2
m2 ˙̄x2 −m2L1 ˙̄xq̇1 sin(q1) +

1

2
m2L

2
1q̇1

2+

1

2
(
1

3
m2L

2
2)(q̇1 + q̇2)2 +m2L1lc2q̇1(q̇1 + q̇2) cos(q2)−

m2lc2 ˙̄x(q̇1 + q̇2) sin(q1 + q2)

de lo anterior de obtiene que,

Ec = Ecm1
+ Ecm2

(4.1)

Enerǵıa potencial del sistema

La enerǵıa potencial del sistema Acrobot esta dada por

Ep = (m1lc1 +m2L1)g sin(q1) +m2lc2g sin(q1 + q2) + cte (4.2)

donde cte ∈ R es constante.

Por lo tanto, a partir de la ecuación (4.2) y la ecuación (4.1), se puede aplicar el
bien conocido metodo de Lagrange (ref) de la siguiente manera:

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= τi, i = 1, 2 (4.3)
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4.1 Sistema Acrobot sobre un carro con marco de referencia mecánico no inercial

donde τi representa las fuerzas generalizadas que actúan en el sistema.

m11q̈1 +m12q̈2 − φq̇2
2 − 2φq̇1q̇2 + (h1 + h2)g = δ1

m21q̈1 +m22q̈2 + φq̇1
2 + h2g = τ + δ2

(4.4)

y cuyos coeficientes son,

m11 = m2L
2
1 +

1

3
m1L

2
1 +

1

3
m2L

2
2 + 2m2L1lc2 cos(q2)

m12 = m21 =
1

3
m2L

2
2 +m2L1lc2 cos(q2)

m22 =
1

3
m2L

2
2

φ = m2L1lc2 sin θ2

h1 = (m1lc1 +m2L1) cos θ1

h2 = m2lc2 cos(θ1 + θ2)

δ1 = [(m1lc1 +m2L1) sin(q1) +m2lc2 sin(q1 + q2)]w̄

δ2 = [m2lc2 sin(q1 + q2)]w̄

done w̄ = ¨̄x, τ ∈ R es la entrada de control del sistema, y δ1, δ2 ∈ R son los efectos
no inerciales inducidos por el movimiento del carro.

La forma matricial del sistema (4.4) puede ser representada como

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = U (4.5)

q(t) ∈ R2 representa el vector de coordenadas generalizadas, y la matriz de inercia
se describe

M(q) =

[
m11 m12

m21 m22

]

La matriz de fuerzas centŕıpetas y Coriolis se presenta como

C(q, q̇) =

[
−2φ1q̇2 −φ1q̇2

φ1q̇1 0

]
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4. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

El vector de gravedad está dado por,

G(q) =
[
(h1 + h2)g h2g

]T
El vector de fuerzas generalizadas se presenta de la siguiente manera

U =
[
δ1 τ + δ2

]T

4.1.2. Espacio de estados del sistema Acrobot sobre un carro

Las ecuaciones dinámicas (4.5) se pueden modelar en representación de espacio de
estados con respecto a las aceleraciones. Para lograr esto, es necesario asegurarse de
que el determinante de M (det(M)) sea diferente de cero, por lo tanto:

det(M) =m11m22 −m2
12

=

(
1

3
m2L

2
2

)(
m2L

2
1 +

1

3
m1L

2
1 +

1

3
m2L

2
2 + 2m2L1lc2 cos(q2)

)
−(

1

3
m2L

2
2 +m2L1lc2 cos(q2)

)2

=
1

3
m2

2L
2
1L

2
2 +

1

9
m1m2L

2
1L

2
2 +

1

9
m2

2L
4
2 +

2

3
m2

2L1L
2
2lc2 cos(q2)−

1

9
m2

2L
4
2 −

2

3
m2

2L1L
2
2lc2 cos(q2)−m2

2L
2
1l

2
c2 cos2(q2)

=
1

3
m2

2L
2
1L

2
2 +

1

9
m1m2L

2
1L

2
2 −m2

2L
2
1l

2
c2 cos2(q2)

donde lc2 = L2
2 , entonces

det(M) = m2
2L

2
1L

2
2

(
1

3
− 1

4
cos2(q2)

)
+

1

9
m1m2L

2
1L

2
2

dado que, cos2(q2) ∈ [0, 1], entonces det(M) > 0.
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4.1 Sistema Acrobot sobre un carro con marco de referencia mecánico no inercial

Entonces la ecuación (4.5) se reorganiza y se multiplica por la matriz de inercia
inversa M−1(q), dando como resultado la siguiente expresión:

q̈ =M−1[U − C(q, q̇)q̇−G(q)]

=

[
δ1 + µ1

τ + δ2 + µ2

]
donde

µ1 =− φ1q̇
2
2 − 2φ1q̇1q̇2 + (h1 + h2)g

µ2 =φ1q̇
2
1 + h2g

La matriz inverza M−1 está dada por

M−1 =

[
m̄11 m̄12

m̄12 m̄22

]

donde

m̄11 :=
m22

m11m22 −m2
12

m̄12 := m21 =
−m12

m11m22 −m2
12

m̄22 :=
m11

m11m22 −m2
12

Las aceleraciones están dadas, entonces, por las siguientes ecuaciones

q̈1 = m̄11(δ1 + µ1) + m̄12(τ + δ2 + µ2)

q̈2 = m̄12(δ1 + µ1) + m̄22(τ + δ2 + µ2)
(4.6)

Las ecuaiones (4.6) pueden ser reducidas sustituyendo:

f1(t, q(t)) = m̄11(δ1 + µ1) + m̄12(δ2 + µ2)

f2(t, q(t)) = m̄12(δ1 + µ1) + m̄22(δ2 + µ2)
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4. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

Estos términos representan efectos no deseados que actúan en el sistema (4.4). Los
efectos no inerciales δ1, δ2 inducidos por el carro se incluyen como parte de f1, f2. Aśı,

q̈1 = f1(t, q) + m̄12τ(t)

q̈2 = f2(t, q) + m̄22τ(t)

El espacio de estados se define de la siguiente manera:

x := [q1, q2, q̇1, q̇2]T = [x1, x2, x3, x4]T

Por lo tanto, el sistema dinámico, en la representación de espacio de estados está
dado por:

ẋ =


x3

x4

f1(t, x(t)) + m̄12τ(t)
f2(t, x(t)) + m̄22τ(t)

 (4.7)

4.2. Control por Modos Deslizantes

La propuesta de control para el sistema Acrobot sobre un carro en un marco de
refeerencia no inercial se basa en una metodoloǵıa de control por Modos Deslizantes
de primer orden. El objetivo de esta estrategia de control es estabilizar los estados
de posición del Acrobot en la postura invertida, al tiempo que se rechazan los efectos
no inerciales no deseados inducidos por el carro en movimiento. Algunos enfoques de
control robustos para sistemas tipo péndulo invertido están diseñados como un control
de switcheo, con una parte que proporciona el impulso para elevar los péndulos, y otra
parte que realiza el control de equilibrio. El enfoque presentado en este trabajo no
tomará en consideración la fase de impulso, ya que el sistema estará configurado, como
condición inicial, en la posición invertida:

x(0) = (x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)) = (
π

2
, 0, 0, 0)

Para diseñar la ley de control de modos deslizantes, es necesario definir una variable
deslizante. La variable deslizante debe en cuenta los estados del Acrobot (4.7). La
idea principal de la estrategia de modos deslizantes es que los estados del sistema se
deslizan a lo largo de una superficie deslizante, descrita por una variable deslizante, para
estabilizar y rechazar los efectos no deseados. Esta variable de deslizamiento particular
se elige para que el sistema tenga una respuesta de orden reducida deseable cuando se
le restringe a este comportamiento [23]. Por lo tanto, la variable deslizante se define
como:

s := c1x1 + c2x2 + x3 + x4, c1, c2 > 0 (4.8)
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4.2 Control por Modos Deslizantes

La derivada de la variable deslizante 4.8 es obtenida como

ṡ =f1(x, t) + f2(x, t) + c1x3 + c2x4+ (4.9)

(m̄12 + m̄22)τ(t)

=ϕ(x, t) + c1x5 + c2x6 + m̄τ

donde m̄ = m̄12 + m̄22, y los efectos no deseados f1(x, t) + f2(x, t) se agruparon en

ϕ(x, t) := f1(x, t) + f2(x, t)

Para lograr la convergencia asintótica de las variables de estado en presencia de
un efecto no deseado ϕ(x, t), es necesario dirigir la variable (4.8) a la estabilidad en
tiempo finito a través de una ley de control. Este problema se puede resolver insertando
la variable s en una función candidata Lyapunov. Por lo tanto, la función candidata
Lyapunov basada en (4.8) tiene la forma:

V =
1

2
s2 (4.9)

Para que la variable (4.9) sea estable, se deben cumplir las siguientes condiciones

(a) V̇ < 0 for s 6= 0

(b) lim|s|→∞V =∞

La condición (b) es satisfecha por (4.9). Para que la variable deslizante (4.8) alcance
la convergencia en tiempo finito, la condición (a) se transforma en:

V̇ ≤ −αV 1/2, α > 0 (4.10)

Si (4.10) es integrada sobre 0 ≤ tr ≤ t, se obtiene

V 1/2(t) ≤ −1

2
αt+ V 1/2(0)

Si V (t) alcanza la estavilidad en tiempo finito entonces tr está acotada por

tr ≤
2V 1/2(0)

α

Es necesario proponer una ley de control basada en la función deslizante que satis-
faga la condición (b) para que el sistema se estabilice. La derivada de (4.9) se calcula
como

V̇ = sṡ = s(c1x3 + c2x4 + ϕ(t, x) + m̄τ(t))
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4. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

Proponiendo τ(t) = 1
m̄(ν − c1x3 − c2x4), se obtiene

V̇ = s(ϕ(t, x) + ν) =sϕ(t, x) + sν

≤ | s | L+ sν

Seleccionando ν = −Ksign(s) with K > 0, donde

sign(s) =

{ 1 if s > 0[
− 1, 1

]
if s = 0

−1 if s < 0

Entonces se tiene

V̇ ≤| s | L− | s | K = − | s | (K − L) (4.11)

Considerando la función (4.9), la condición (4.10) se transforma en

V̇ ≤ − α√
2
| s |, α > 0 (4.12)

e igualando la condición (4.11) y (4.12) se obtiene,

V̇ ≤ − | s | (K − L) = − α√
2
| s |= −αV 1/2 (4.13)

A partir de (4.13), la ganancia del controlador puede ser cálculada como

K =
α√
2

+ L (4.14)

donde L ≥ 0. Por lo tanto, la ley de control que estabiliza el sistema en tiempo
finito es

τ(t) =
1

m̄
(−Ksign(s)− c1x3 − c2x4) (4.15)

4.3. Control por SúperTorsión

Para diseñar la ley de control de Super-Twisting, se utilizara la varible de desliza-
miento (4.8) y su derivada (4.9) , previamente definida. El algoŕıtmo de Super-Twisting
está basado en Modos Deslizantes de segundo orden. Esta estrategia, no solo puede es-
tabilizar y rechazar los efectos no inerciales, sino que aminora el Çhattering ı̈nducido
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naturalmente por los Modos Deslizantes. Para este caso, el sistema Acrobot sobre un
carro se vuelve a establecer en las condiciones iniciales (3.1), que corresponden a la
postura invertida del Acrobot.

por lo anterior, si ϕ(x, t) = 0, entonces la ley de control es descrita como

τ = − 1

m̄
(a|s|

1
2 sign(s) + c1x3 + c2x4), a > 0

entonces la dinámica compensada de la variable de deslizamiento (4.8) se vuelve,

ṡ = −a|s|
1
2 sign(s), s(0) = s0 (4.10)

Integrando la ecuación 4.10,

|s(t)|
1
2 − |s0|

1
2 = −a

2
t

Entonces, el tiempo de alcance en este caso seŕıa

tr =
2

a
|s0|

1
2

Esto significa que el control τ mueve la variable deslizante a la estabilidad en tiempo
finito. Sin embargo, cuando ϕ(x, t) 6= 0, la dinámica compensada se convierte en

ṡ = ϕ(x, t)− a|s|
1
2 sign(s), s(0) = s0

Por lo tanto, la convergencia no se consigue.

Dado ϕ(x, t) 6= 0 y |ϕ̇(x, t)| ≤ L, la estabilidad de la variable deslizante se logrará en
tiempo finito si se agrega un nuevo término a la ley de control de la siguiente manera,{

τ =− 1

m̄
(a|s|

1
2 sign(s)− w − c1x3 − c2x4)

ẇ =b sign(s), b > 0
(4.11)

Por consiguiente, la dinámica de la variable deslizante compensada se convierte en

ṡ = ϕ(x, t) + a|s|
1
2 sign(s) + w (4.12)

La ecuación (4.11) se denomina controlador ST que forza las ecuaciones (4.8) y
(4.12) a la convergencia haciendo w igual a ϕ(x, t) en tiempo finito, por lo tanto, los
estados del acrobot deben estar estabilizados en tiempo finito. Además, la estabilidad
de cualquier controlador ST puede garantizarse mediante la siguiente función Lyapunov
tal como se presentó en [17]:
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V (s, ṡ) = ζTPζ (4.16)

donde

ζ = [ |s|1/2 sign(s), ṡ]

Pv =
1

2

[
4k3 + k2

1 −k1

−k1 2

]

De acuerdo con el Teorema 2 en [17], si k1, k3 > 0, todas las trayectorias de (4.8)

convergerán en tiempo finito; en un tiempo t(s0) menor que T = 2V
1
2 (s0)/γ, donde s0

es la condición inicial de l superficie deslizante y γ es una constante que depende de
las ganancias k1, k3. Además, la función Lyapunov (4.16) proporciona una respuesta de
estabilidad sólida si las siguientes propiedades están garantizadas:

V̇ =
1

|s|1/2
ζTQζ ≤ −γV 1/2(s) (4.17)

donde

Qv =
k1

2

[
2k3 + k2

1 −k1

−k1 1

]

γ =
λ

1/2
min(Pv)λmin(Qv)

λmax(Pv)

Por lo tanto, dada la función (4.16) y la condición (4.17), el caso particular de la
función deslizante (4.8) debe lograr la convergencia en tiempo finito de acuerdo con
(4.17).

Conclusión

En éste caṕıtulo se presentó el modelado del sistema Acrobot sobre un carro através
del teorema de Konig y las ecuaciones de Lagrange con respecto de un sistema refe-
rencial mecánico no inercial, y se definieron los efectos no inerciales que inducidos en
el sistema. Se presentó el sistema en forma de espacios de estados, para posteriormen-
te desarrollar los algoŕıtmos de control basados en MD y ST. A su vez, se analizó la
estabilidad aśıntotica para ambos controladores.
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Caṕıtulo 5

Simulación y resultados

En este caṕıtulo se presentan y analizan los resultados adquiridos en las pruebas
de simulación realizadas con el software Matlab/Simulink, para el sistema del Acrobot
sobre un carro en lazo cerrado, el controlador por MD de primer orden como para el
algoŕıtmo de control por ST. Se presentan también, los parámetros f́ısicos del sistema,
aśı como las ganancias utilizadas en los controladores a para cada caso. Finalmente, se
discuten los resultados obtenidos en este trabajo.

5.1. Simulación del sistema Acrobot sobre un carro sin

acción de control

Se realizó laa simulación del sistema Acrobot sobre un carro para entrada libre, sin
control ni aceleración, y para el sistema bajo aceleración constante, con la finalidad
de observar la dinámica del sistema previo la simulación de las leyeds de control pro-
puestas. El programa de simulación es presentado en Matlab-Simulink se presenta en
Fig.5.1, y fue realizado en el ambiente de programación Matlab/Simulink, las constan-
tes f́ısicas del sistema Acrobot sobre un carro se presentan en la tabla (5.1). En Fig.5.2,
Fig.5.3, Fig.5.4, Fig.5.5; se analiza la respuesta de los estados de posición angular de
los eslabones 1 y 2, con condiciones iniciales,

(x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)) = (
π

2
, 0, 0, 0)

y,

(x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)) = (−π
2
, 0, 0, 0)

para dos casos, uno sin entradas de control ni aceleraciones inducidas por el carro, y
otro caso para el acrobot bajo aceleración constante. Para éste último, se aplicó una
aceleración constante para inducir un efecto no inercial sobre el acrobot, esta aceleración
tiene una magnitud de 0.5m/s2 y es constante durante todo el tiempo de simulación.
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5. SIMULACIÓN Y RESULTADOS

Tabla 5.1: Constantes f́ısicas del sistema Acrobot sobre un carro.

Parámetro Valor numérico Parámetro Valor numérico

m1 0.265kg w̄ 0.5m/s2

m2 0.265kg g 9.8m/s2

L1 0.206m lc1 0.103m

L2 0.206m lc2 0.103m

-

Figura 5.1: Diagrama de bloques Acrobot sobre un carro sin control.

Las respuestas de los estados x1 y x2, que corresponden a las posiciones angulares
de los eslabones 1 y 2 bajo entrada libre del acrobot se presentan en la Fig.5.2. En
Fig.5.2(a) y Fig.5.2(b) sistema exhibe un comportamiento inestable, esto se entiende
f́ısicamente ya que los eslabones del acrobot trás ser colocados en su posición inicial
(invertida), y al ser esta un posición inestable debido a la acción de la gravedad g, se
ven forzados a caer; esto provoca una dinámica que ante la auscencia de fricción o de
una acción de control, tiende a la inestabilidad. Cabe mencionar, que los eslabones del
acrobot permanecen estables por un breve périodo de tiempo de aproximadamente 2.5
segundos antes de caer por efecto gravitacional.
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5.1 Simulación del sistema Acrobot sobre un carro sin acción de control
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Figura 5.2: Respuesta de estados de posición del acrobot con entrada libre.

Se hace la misma simulación pero ahora incluyendo el efecto de una aceleración
horizontal constante (ver Fig. 5.3). Los estados x1 y x2 en las Fig.5.3(a) y Fig.5.3(b)
muestran que el sistema sigue siendo inestable como era de esperarse. En este caso el
efecto de la aceleración horizontal w̄ puede notarse en el hecho de que a diferencia de
la simulación anterior, se puede apreciar que ya no permanece estable al principio sino
que directamente los eslabones del acrobot caen y comienzan a girar.
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Figura 5.3: Respuesta de estados posición del acrobot bajo aceleración constante.

En las gráficas presentadas en la Fig.5.4, se muestra la simulación para las condi-
ciones iniciales x1(0) = −π

2 , x2(0) = 0 que corresponde a la posición hacia abajo con
respecto del plano de movimiento mostrado en Fig.4.1. En estas gráficas se puede apre-
ciar que la posición angular de los eslabones 1 y 2, expuestas en las Fig. 5.4(a) y 5.4(b),
respectivamente; se encuentran estables. Este comportamiento se esperaba dado que el
acrobot no puede desarrollar ningún trabajo en esa postura sin alguna fuerza externa.
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Figura 5.4: Respuesta de estados de posición del acrobot con entrada libre.

Para las mismas condiciones iniciales de la simulación anterior, se presenta el acro-
bot bajo una aceleración constante w̄ transmitida por f́ısicamente por el movimiento
del carro. A diferencia con la respuesta obtenida en la Fig.5.3 que muestra grandes
oscilaciones, se puede observar en las Fig.5.5(a) y Fig.5.5(b), que la introducción de la
acelaración produce una pequeña oscilación en los eslabones del acrobot. Dicha oscila-
ción permanece constante al ser la aceleración sobre el sistema también constante.
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Figura 5.5: Respuesta de estados posición del acrobot bajo aceleración constante.

5.2. Simulación del sistema Acrobot sobre un carro con

Control por Modos Deslizantes

Se llevó a cabo una simulación para el sistema Acrobot sobre un carro para probar
el rendimiento del controlador basado en MD. El modelo numérico Matlab-Simulink se
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5.2 Simulación del sistema Acrobot sobre un carro con Control por Modos Deslizantes

presenta en la Fig.5.6, los parámetros f́ısicos del sistema (4.4) y la ganancia propuesta
K en (4.14) para la ley de control (4.15), utilizada en la simulación numérica se muestra
en la Tabla 5.2. Las condiciones iniciales se eligen en el punto de equilibrio inestable
(invertido) del acrobot,

(x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)) = (
π

2
, 0, 0, 0)

el objetivo del controlador es devolver los estados del acrobot a la misma posición que
tiene como condición inicial. Adicionalmente, se aplicó una aceleración constante sobre
el carro para inducir un efecto no inercial sobre el sistema, esta aceleración tiene una
magnitud de 0.5m/s2 y es constante durante todo el tiempo de simulación.

Figura 5.6: Matlab-Simulink model.
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5. SIMULACIÓN Y RESULTADOS

Tabla 5.2: Parámetros del modelo - CMD.

Parámetro Valor numérico Parámetro Valor numérico

m1 0.265kg c1 1

m2 0.265kg c2 1

L1 0.206m g 9.8m/s2

L2 0.206m w̄ 0.5m/s2

lc1 0.103m K 0.939

lc2 0.103m

Los resultados de la simulación para la estabilización por MD del estado de posición
angular del eslabon 1 del acrobot se presenta en la Fig.5.7. En la Fig.5.7(a) se muestra
que el estado respectivo x1 del eslabón 1, comienza desde la condición inicial π2 y luego
se estabiliza muy cerca de 4.7124 radianes o 3π

2 radianes lo que significa, f́ısicamente, que
el primer eslabón realiza algunos giros completos y oscilaciones antes de estabilizarse en
posición vertical, que corresponde a la misma postura que en las condiciones iniciales.
En la Fig. 5.7(b) se muestra el error de posición ángular del estado x1. Este error
corresponde a la diferencia entre el valor actual del estado x1 y el valor deseado xd1 =
3π
2 . Este error queda definido como: e1 := x1 − xd1. Tanto la respuesta para x1 como

para e1, muestran que la posición del eslabón 1 converge en tiempo finito. Además,
dado que el sistema se ve afectado por efectos no inerciales inducidos por la aceleración
del carro, el CMD exhibe cierto grado de robustez.
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Figura 5.7: Respuesta estado x1 y error de estado e1 con Modos Deslizantes.
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5.2 Simulación del sistema Acrobot sobre un carro con Control por Modos Deslizantes

Para el estado x2, los resultados de estabilización por modos deslizantes se muestran
en la Fig.5.8. La condición inicial de x2 se estableció en x2(0) = 0 radianes. La respuesta
de este estado en la Fig.5.8(a) muestra que, f́ısicamente el segundo eslabón realiza
algunos giros antes de estabilizarse muy cerca de 0 radianes. En las Fig. 5.7(b), se
muestra el error de posición angular del estado x2. Este error corresponde a la diferencia
entre el valor actual de x2 y el valor deseado xd2 = 0, queda definido como: e2 :=
x2−xd2. Los resultados en 5.8 muestran que el controlador por MD forza a la posición
angular del eslabón 2, a converger en tiempo finito y rechaza los efectos inerciales
inducidos por la aceleración w̄.
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Figura 5.8: Respuesta estado x1 y error de estado e1 con Modos Deslizantes.

La Fig.5.9 muestran la respuesta de los estados que corresponden a las velocidades
angulares del Acrobot. El estado x3 en Fig.5.9(a) y el estado x4 en Fig.5.9(b) alcanzan
la estabilidad en tiempo finito, volviendose casi 0 rad/s conforme el controlador por
MD estabiliza la postura del acrobot.
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5. SIMULACIÓN Y RESULTADOS

0 10 20 30 40

time(sec)

-20

-10

0

10

20

30

x
3
(r

a
d
/s

)

(a) Velocidad angular del primer eslabón-

CMD

0 10 20 30 40

time(sec)

-100

-50

0

50

100

x
4
(r

a
d
/s

)
(b) Velocidad angular del segundo es-

labón-CMD.

Figura 5.9: Respuesta estado x3 y estado x4 con Modos Deslizantes.

5.3. Simulación del sistem Acrobot sobre un carro con

Contorl por SúperTorsión

Se realizó una simulación para el sistema Acrobot para probar el rendimiento del
controlador de SúperTorsión. El modelo numérico Matlab-Simulink se presenta en la
Fig.5.10, los parámetros f́ısicos en las ecuaciones del sistema (4.5) y las ganancias a
y b en la ecuación (4.11), que se calcularon a través del software Matlab/Simulink, se
usaron en la simulación, se muestra en la Tabla 5.3. Las condiciones iniciales, y se eligen
en el punto de equilibrio inestable del acrobot,

(x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)) = (
π

2
, 0, 0, 0)

, donde el objetivo del controlador es llevar los estados del acrobot al mismo punto
correspondiente a la posición vertical del eslabón 1 en π

2 radianes y a la posición vertical
del eslabón 2 a 0 radianes, de acuerdo con el marco de referencia establecido en la Fig.
4.1. Adicionalmente, se aplicó una aceleración constante en el carro para inducir un
efecto no inercial en el sistema, la aceleración tiene una magnitud de 0.5m/s2 y es
constante durante todo el tiempo de simulación.
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5.3 Simulación del sistem Acrobot sobre un carro con Contorl por SúperTorsión

Figura 5.10: Programa en bloques del control por SúperTorsión en Matlab/simulink.

Tabla 5.3: Parámetros de modelo - SuperTwisting.

Parameter Numerical value Parameter Numerical value

m1 0.265kg c1 1

m2 0.265kg c2 1

L1 0.206m g 9.8m/s2

L2 0.206m w̄ 0.5m/s2

lc1 0.103m a 1.5739

lc2 0.103m b 1.2111

I1,zz 2.3428× 10−04kgm2 I2,zz 2.3428× 10−04kgm2

Los resultados de simulación para los estados de posición angular de los eslabones del
acrobot se presentan en las Fig. 5.11 y Fig. 5.12. El controlador de ST estabiliza ambos
estados x1 y x2. En la Fig. 5.11(a) se muestra que el estado respectivo x1 del eslabón 1,
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5. SIMULACIÓN Y RESULTADOS

comienza desde la condición inicial π2 y luego se estabiliza muy cerca de 4.7124 radianes
o 3π

2 radianes lo que significa, f́ısicamente, que el primer eslabón realiza algunos giros
completos y oscilaciones antes de estabilizarse en posición vertical invertida. En la Fig.
5.7(b) se muestra el error de posición ángular del estado x1. Este error corresponde a
la diferencia entre el valor actual del estado x1 y el valor deseado xd1 = 3π

2 . En la Fig.
5.12(a), se muestra la posición angular del eslabón 2 correspondiente al estado x2. Su
la condićıón inicial del eslabón 2 se estableció en 0 radianes de acuerdo al diagrama
mostrado en Fig.4.1. La respuesta de x2 muestra que, f́ısicamente el segundo eslabón
realiza giros y oscilaciones pronunciados antes de estabilizarse en una posición muy
cercana a 0 radianes (ver Fig.5.12(a)). En las Fig. 5.7(b), se muestra el error de posición
angular del estado x2. Este error corresponde a la diferencia entre el valor actual de x2 y
el valor deseado xd2 = 0. Los resultados para ambos estados muestrán que el controlador
por ST consigue estabilizar la postura del acrobot en la forma invertida en tiempo finito.
Además, debido que el sistema se ve afectado por efectos no inerciales inducidos por
la aceleración w̄, el controlador ST exhibe también, cierto grado de robustez. Tanto el
desempeño del controlador por MD, mostrado anteriormente, como el control po ST
consiguen una respuesta de estabilización y rechazo a el efecto no inercial muy similar.
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Figura 5.11: Respuesta estado x1 y error de estado e1 con SúperTorsión.
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Figura 5.12: Respuesta estado x2 y error de estado e2 con SúperTorsión.

La Fig. 5.13 muestra la respuesta de los estados x3 y x4 que corresponden a las
velocidades angulares del acrobot. Tanto en la Fig.5.13(a) con en la Fig.5.13(b) se
observa que ambos estados alcanzan la estabilidad conforme el controloador por ST
estabiliza las posiciones angulares del acrobot, llevando por la tanto a las velocidades
x3 y x4 muy cerca de 0 rad/s.
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Figura 5.13: Respuesta estado x3 y estado x4 con SúperTorsión.
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Conclusión

En esta sección se propuso un enfoque matemático basado en una metodoloǵıa
clásica de ecuaciones de Lagrange para describir un Péndulo tipo Acrobot sobre un
carro en un marco de referencia no inercial. Además, se diseñaron dos controladores
basados en MD y ST para estabilizar las posiciones angulares de este sistema. Las
estrategias lograron la estabilización de la postura del acrobot en su posición invertida, y
mostraron gran robustez para rechazar los efectos indeseados no inerciales. Finalmente,
los resultados mostraron que el sistema pod́ıa alcanzar la estabilidad en tiempo finito
para ambos casos, exhibiento una respuesta en estado transitorio y estable, muy similar.

64



Trabajo futuro

El Acrobot sobre un carro es un mecanismo que resulta muy interesante para la
aplicación de técnicas de control robusto. En este sentido, la aplicación de un metodo de
control basado en Modos Deslizantes adaptativo representa una propuesta prometedora
para mejorar la suavidad con la que el controlador alcanza la estabilidad de este sistema.
A su vez, quedaŕıa pendiente la implementación en tiempo real en un prototipo del
sistema Acrobot sobre un carro, de los controladores estudiados en esta tesis, para
observar el funcionamiento de estos con la planta real.

65





Conclusión

En el desarrollo de esta tesis se dio a conocer la importancia de los sistemas tipo
péndulo en el diseño de estrateǵıas de control, esto debido a su intŕınseco comporta-
miento f́ısico no lineal, y al reto que supone el la elaboración de una ley de control que
efectúe una tarea, y que a su vez tome en cuenta perturbaciones, incertidumbres del
modelo, y efectos no inerciales. También, se presentó las descripción f́ısica y matemática
de algunas configuraciones de mecanismos tipo péndulo, tales como pendubot, acrobot,
y péndulo sobre un carro. Estos sistemas, se suelen tomar como sistemas inerciales o
anclados, y para el caso de los péndulos montados sobre una plataforma móvil, ésta
última suele tomarse como parte del sistema en el sentido de que la acción de con-
trol para estabilización de su conjunto, suele aplicarse sobre este eslabón mecánico. La
propuesta del mecanismo presentado en este trabajo tomó al robot acrobot como un
sistema no inercial, por lo que es afectado por una aceleración externa (inducida por
una plataforma móvil) y es sobre una de las articulaciones de este mecanismo donde
se aplicó la acción de control. Por otra parte, se presentaron los fundamentos teóricos
para el modelado matématico de las ecuaciones que describen la dinámica de sistemas
mecánicos no inerciales, esto las propiesdades del CI de un cuerpo ŕıgido, la interpreta-
ción matemática de las leyes de Newton respecto de un sistema de referencia mecánico
no inercial, el teorema de steiner, el teorema de König para la ecuación de enerǵıa, y
clásico metodo de las ecuaciones de Lagrange. Aśı mismo, se presentaron los fundamen-
tos teóricos de sistemas con modos deslizantes, en su sentido matemático y f́ısico. Se
introdujo el concepto de estabilidad de Lyapunov, y tipos de estabilidad con la finalidad
de asegurar que los controladores que se propusieron estabilizaran el sistema mecánico
propuesto. Con los fundamentos anteriores, se presentó el modelo matemático del sis-
tema Acrobot sobre un carro en un sistema no inercial, y se propusieron dos leyes de
control, una basada en MD y otra basada en ST para realizar la tarea de estabilización
de postura invertida, y el rechazo de los afectos no inerciales inducidos al acelerarce el
sistema acrobot. Los resultados del de simular el modelo matemático del Acrbot sobre
un carro en lazo cerrado con las leyes de control propuestas, mostraron que éstas son
capaces de estabilizar la postura del mecanismo, y de rechazar los efectos no inerciales,
e incertidumbres acotados; todo esto en tiempo finito. .
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mechanics and optimal control and its application to a double pendulum on a cart.
IFAC Proceedings Volumes, 44(1):10199–10206. 19

[28] Utkin, V. (1977). Variable structure systems with sliding modes. IEEE Transac-
tions on Automatic control, 22(2):212–222. 28

[29] Utkin, V., Guldner, J., and Shi, J. (2009). Sliding mode control in electro-
mechanical systems. CRC press. 24

[30] Utkin, V. and Lee, H. (2006). Chattering problem in sliding mode control systems.
In Variable Structure Systems, 2006. VSS’06. International Workshop on, pages 346–
350. IEEE. 30

[31] Utkin, V. I. (1993). Sliding mode control design principles and applications to
electric drives. IEEE transactions on industrial electronics, 40(1):23–36. 3, 23, 24

[32] Utkin, V. I. (2013). Sliding modes in control and optimization. Springer Science
& Business Media. 24

[33] Vidyasagar, M. (2002). Nonlinear systems analysis, volume 42. Siam. 30

[34] Wei, Q., Dayawansa, W. P., and Levine, W. S. (1995). Nonlinear controller for an
inverted pendulum having restricted travel. Automatica, 31(6):841–850. 16
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Robust Control for Stabilization of Non-Inertial System: Pendulum-
Acrobot, autores: Daniel I. Arevalo y Hussain Alazki, CINVESTAV, Ciudad de
México.

Se envió un art́ıculo a ISA TRANSACTIONS: The Journal of Automation, con el
t́ıtulo Pendulum-Acrobot Stabilization In a Non-Inertial System: using
a Sliding Modes Control, autores: Daniel I. Arevalo, Hussain Alazki y Ale-
xander S. Poznyak. Actualmente está en proceso de revisión.
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Abstract—In this work, a robust control strategy is proposed
to achieve attitude stabilization of an non-inertial Pendulum-
Acrobot system. Modeling of this system will be presented
through the classical Euler-Lagrange method and a robust
controller design based on the Super-Twisting algorithm in
order to stabilize the acrobot position under a non-inertial
framework. Finally, the implementation of the proposed control
design scheme is carried out by numerical simulation.

Index Terms—Pendulum-Acrobot, Non-Inertial System, Ro-
bust Control.

I. INTRODUCTION

The inverted pendulum is a classical non-linear system,
studied in control and robotics research, due to its well-
known natural unstable response. This mechanism presents
many variants that add complexity to its physical behavior, and
therefore offer a great challenge for applying control strategies.
The physical response of these systems, when coupled to non-
inertial frameworks [1, 2], is affected by dynamics that would
not be present in a fixed reference system. These non-inertial
effects include reaction forces and relative motions which
can potentially alter the performance of an overall system, in
such way that these effects must be taken into account when
designing a control strategy.

Among pendulum-like mechanisms, a variant that have been
widely studied in control system research is The Cart-Pole
system; it is constituted by a simple inverted pendulum that
rotates freely while mounted on an actuated cart [3]. A similar
system, is the Translational Oscillator Rotational Actuator
(TORA); this mechanical system consists of a damped os-
cillating platform with a rotating eccentric mass attached to it
[4]. Some other challenging pendulum systems are the double
pendulum variants, these include, The Pendubot, The Acrobot,
and Double Pendulum mounted on a cart. These systems are
planar rotational mechanisms; the first one resembles of a
human arm since the input torque comes from its first joint
or shoulder while the second joint or elbow rotates freely
[5]; and the second one is similar to a human gymnastic on
parallel bars, given that the input torque is provided by the
second joint or waist while the first joint (toehold) rotates
freely[6]. The double pendulum on a cart, on the other hand,

consists of a non-actuated two-link mechanism attached to an
actuated mobile platform [7]. All of these mechanical systems
can be studied from a non-inertial framework [1, 2, 8], since
a particular mobile component(cart or link) can be taken as an
accelerated framework (non-inertial), and thus its effects can
be modeled.

Typically, some of the control methods applied to the afore-
mentioned systems are focused on achieving swing-up and
balancing task; however, modeling uncertainties, disturbances,
and non-inertial effects should also be taken into account
since they can cause certain control systems to fail. For
this reason, a robust control approach is more suitable when
dealing with such undesired effects. Whithin this classification
of robust control, the Sliding Modes Control (SMC) is found.
This strategy offers useful features such as insensitivity to
parasytic dynamics, external/internal bounded disturbances ,
high accuracy, reduced-order dynamics of the compensated
system, and Finite-time convergence [9]. Some research works
on Sliding Modes Control have exploited these particular
features in order to develop control strategies for pendulum-
like systems. For example, a backstepping SMC strategy was
presented in [10] for the swing up and stabilization of a Cart-
Pole system which also dealt with added disturbances rejection
and reduction of chattering. A case for the TORA system is
presented in [11], where a controller based on SMC for global
stabilization is proposed. Besides, a robust control for double
pendulums system is proposed in [12] for reference tracking
sliding mode regulator and the one proposed in [13] where
they presented a double pendulum crane system; which is a
double pendulum on a cart with no actuators at the joints
and not inverted. The control tasks this in the latter system
are swing-up and balancing of a payload. Despite the SMC
features, chattering oscilations remains a problem for SMC
implementation; nevertheless this can be reduced by a Twisting
or Super-Twisting SMC approach.

In the described systems, the non-inertial effects are induced
by mobile components that accelerate the whole systems, such
as sliding platforms or carts, and swinging links. Moreover,
the control input is applied on this mobile platform; for
example, in the Cart-Pole and Double Pendulum on a Cart
systems, the carts perform the control action. In this sense,

978-1-5386-7033-0/18/$31.00©2018 IEEE
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Abstract

This paper deals with mathematical modeling of the nonlinear system of an
acrobot on a cart. Here we apply the Sliding Mode Approach which turns
out to be very effective in the considered situation when we don’t know ex-
actly some functions, participating in the right-hand side of the obtained
mechanical model. In this case, any other approaches are practically unim-
plementable. The suggested control strategy, based on this approach, is
intended to attitude stability under uncertainties of the acrobot’s angular
positions while displacing on a car. Finally, the effective implementation of
the proposed control scheme is illustrated by numerical simulation.

Keywords:
Nonlinear System, Non-inertial System, Sliding Modes.

1. Introduction

One of the most studied nonlinear underactuated systems in robotics and
automatic control is the inverted pendulum. This mechanism is a classic
case of intrinsic unstable response and has been used to test a wide variety
of control strategies. The inverted pendulums offer many pendulum-like con-
figurations that present a big challenge when performing a particular control
task. In this sense, interesting effects are added to pedulum systems when
placed on non-inertial frameworks. These non-inertial effects are generated
when physical systems are coupled to accelerated frameworks. Whence, re-
action forces appear while in fixed-framework systems are not present.
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