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Resumen

Esta tesis aborda del modelado matematico del sistema no lineal de un Acrobot
sobre un carro a través del método clasico de Euler-Lagrange. Ademads, se proponen
dos estrategias de control robusta para lograr la estabilizaciéon de postura en posicién
invertida de dicho sistema en un marco de referencia fisico no inercial. Las metodologias
de control corresponden a los algoritmos de control de Modos Deslizantes convencional,
y SuperTorsién. Ambas técnicas de control, resultan ser muy efectivas para rechazar in-
certidumbres, y efectos no inerciales derivadas del marco de referencia acelarado al que
se encuentra sujeto el mecanismo del Acrobot sobre un carro. Finalmente, la implemen-
tacion efectiva de los esquemas de control propuesto se ilustran mediante simulaciones
numeéricas.




Abstract

This thesis deals with the mathematical modeling of the non-linear system of an
Acrobot on a car, through the classical method of Euler-Lagrange equations. In addi-
tion, two robust control strategies are proposed to achieve the attitude stabilization of
the inverted position of this system in a non-inertial physical framework. The control
methodologies correspond to the control algorithms of conventional Sliding Modes, and
Super-Twisting. Both control techniques are very effective rejecting modeling uncer-
tainties, and the non-inertial effects derived from the accelerated reference frame to
which the Acrobot mechanism on a car is attached. Finally, the effective implementa-
tion of the proposed control schemes is illustrated by numerical simulations.
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Capitulo 1

Introducciéon

Los péndulos son sistemas mecénicos ampliamente estudiados en las areas de robéti-
ca y teoria de control, principalmente porque la mayoria de los mecanismos con multi-
ples eslabones o robots manipuladores pueden verse como multiples péndulos acoplados.
Por este motivo, el estudio de esta clase de sistemas esta orientado al diserio de técnicas
de control que a partir de su dindmica, puedan realizar una tarea de control de manera
eficiente. Uno de los sistemas de péndulo mas usados y estudiados en teoria de con-
trol, desde los anos cincuenta, es el péndulo invertido. Han sido utilizado para probar
técnicas de control lineal y no lneal para estabilizacién de sistemas inestables. Este
mecanismo, en su configuracion invertida, puede presentarse como un péndulo simple o
como un péndulo montado sobre un carro, y consiste en una barra unida a un pivote fijo
0 a un pivote moévil, respectivamente. La experimentacién con péndulos se debe prin-
cipalmente a las caracteristicas no-lineales que exhibe su comportamiento. Ademas, el
péndulo puede presentarse en muy diversas configuraciones: péndulo invertido, doble
péndulo, péndulo carro, etc.

A su vez, el péndulo doble se puede presentar en dos configuraciones; como Pendubot
o como Acrobot . El Acrobot es un brazo robético planar de dos uniones de revoluta,
con un actuador en el codo, pero sin actuador en el hombro. El Acrobot recibe su
nombre del hecho de que asemeja a un acrébata de barras paralelas, obteniendo el
impulso para columpiarse, de su cadera. El estudio de este tipo de sistemas de doble
péndulo es muy importante en el area de la robdtica debido a la similitud que tiene
con extremidades como los son brazos y piernas, y que tienen aplicacién en robots
caminantes y en brazos manipuladores. Ademads, al ser un péndulo acoplado, exhibe
una dinamica muy interesante para la el desarrollo de estrategias de control. Es en este
sentido, que durante la formulaciéon matematica de dichas estrategias, se debe tomar en
cuenta no solo la dinamica propia del sistema, sino también perturbaciones externas,
inexactitudes matematicas o efectos no inerciales. Este 1ltimo efecto, ocurre cuando un
sistema fisico no esté fijo a una base o superficie, o la superficie en la que estd montado
es movil, por lo que su marco de referencia inercial se encuentra acelerado, en tal caso
se le conoce como marco de referencia no inercial. Estos efectos de presentan como
reacciones al movimento no inercial que experimenta un sistema fisico, y puede llegar
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a causar inestabilidad a tal punto que un algoritmo de control podria llegar a fallar.
Un Aarea del control que presenta una posible alternativa para lidiar con dindmicas
indeseadas en sistemas mecanicos como el péndulo Acrobot, es el control robusto; el
cual precisamente puede llegar a rechazar dindmicas y perturbaciones desconocidas de
una planta. Dentro de esta subrama, se encuentra el método de control por MD (Modos
Deslizantes) y ST (SuperTorsion) , el cual es un método que altera la dindmica de un
sistema no lineal mediante la aplicacién de una senal de control discontinua que obliga
al sistema a ”deslizarse” hasta alcanzar algin punto de estabilidad. Este método ofrece
una gran capacidad para el desarrollo de algoritmos de control en sistemas no lineales
como los péndulos.Asi pues, las tareas de control méas habituales para el Acrobot son
el problema balanceo y el problema de postura. En la primera tarea se busca hacer
columpiar al Acrobot para que alcance su posicién invertida, y para la segunda se
busca estabilizar al Acrobot en un punto de equilibrio inestable. El estudio de este tipo
de sistemas de doble péndulo es muy importante en el area de la robdtica debido a
la similitud que tiene con extremidades como los son brazos y piernas, y que tienen
aplicacién en robots caminantes y en brazos manipuladores. En el presente trabajo se
abordaré el estudio de un péndulo tipo Acrobot montado sobre un carro en un sistema
de referencia no inercial para su estabilizacién en su posicién invertida por medio de
técnicas de control robusta basadas en MD y ST.

1.1. Estado del arte

El péndulo invertido es un sistema nolineal clasico, estudiado en investigacién de
control y robdtica, debido a su conocida respuesta intrinsecamente inestable. Este me-
canismo presenta muchas variantes que agregan complejidad a su comportamiento fisico
y, por lo tanto, ofrecen un gran desafio para aplicar estrategias de control. La respuesta
fisica de estos sistemas, cuando se encuentran acoplados a marcos de referecia no iner-
cial [10, 6], se ve afectada por dindmicas que no estarian presentes en un sistema de
referencia fijo. Estos efectos no inerciales incluyen fuerzas de reaccién y movimientos
relativos que pueden alterar el rendimiento global de un sistema de control, de tal forma
que estos efectos deben tenerse en cuenta al disenar una estrategia de control.

Entre los muchos mecanismos tipo péndulo, una variante que ha sido ampliamente
estudiada en investigacién de sistemas de control es el sistema Carro-Péndulo; que esta
constituido por péndulo simple invertido que gira libremente mientras estd montado
sobre un carro actuado [18]. Un sistema similar es el Oscilador Rotacional-Traslacional
Actuado o TORA por sus siglas en inglés; este sistema mecénico consiste en una pla-
taforma oscilante amortiguada con un resorte, que tiene una masa excéntrica giratoria
unida a dicha plataforma [9]. Algunos otros sistemas tipo péndulo que presentan un
gran reto para el diseno de estrategias de control son las variantes de doble péndulo,
estos incluyen, El Pendubot, El Acrobot y El Doble Péndulo montado en un carro.
Estos sistemas son mecanismos con movimientos planares; el primero se asemeja a un
brazo humano ya que el par/torque de entrada proviene de su primera articulacién u
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hombro mientras que la segunda articulacién o codo gira libremente [25]; y el segundo
es similar a un gimnasta humano en barras paralelas, dado que el par/torque de entrada
es proporcionado por la segunda articulacién o cintura, mientras que la primera arti-
culacién (punto de apoyo) gira libremente [8]. El péndulo doble en un carro, por otro
lado, consiste en un mecanismo de dos eslabones unido a una plataforma movil actuada
[20]. Todos estos sistemas mecanicos se pueden estudiar desde un marco de referencia
no inercial [10, 6, 7], ya que un componente mévil particular (carro o enlace) se puede
tomar como un marco acelerado (no inercial), y por lo tanto sus efectos pueden ser
modelados.

Tipicamente, algunos de los métodos de control aplicados a los sistemas antes men-
cionados se enfocan en lograr las tareas de elevacién o balanceo y estabilizacion de
postura; sin embargo, también deben tenerse en cuenta las incertidumbres, las pertur-
baciones y los efectos no inerciales del modelado, ya que pueden causar la falla de ciertos
sistemas de control. Por esta razén, un enfoque de control robusto es mas adecuado
cuando se trata de tales efectos no deseados. Dentro de esta clasificacion de control
robusto, se encuentra el CMD (Control de Modos Deslizantes). Esta estrategia ofrece
funciones utiles, como insensibilidad a la dindmica parasitica, perturbaciones externas /
internas acotadas, gran precision, dindmica de orden reducido del sistema compensado
y convergencia en tiempo finito [31, 23]. Algunos trabajos de investigacién sobre CMD
han explotado estas caracteristicas particulares con el fin de desarrollar estrategias de
control para sistemas tipo péndulo. Por ejemplo, una estrategia de CMD con retropro-
pagacién (backstepping en inglés) se presenté en [1] para elevacién y la estabilizacién de
un sistema Carro-Péndulo que también se 1idi6 con el rechazo de perturbaciones anadi-
das y la reduccién de vibraciones. Un caso para el sistema TORA (siglds en inglés de
Oscilador Traslacional Actuador Rotacional) se presenta en [35], donde se propone un
controlador basado en MDC para estabilizacién global. Adem4s, se propone un control
robusto para el sistema de péndulo doble en [21] para seguimiento de referencia por
MD; y el propuesto en [13] donde presentaron un sistema de doble péndulo-gria; que es
un péndulo doble en un carro, sin actuadores en las articulaciones y no invertido. Las
tareas de control en este ultimo sistema son reduccién de oscilaciéon y equilibrar una
carga ttil. A pesar de las caracteristicas del CMD, del chattering (oscilaciones de alta
frecuencia) siguen siendo un problema para la implementacién de CMD; sin embargo,
esto se puede reducir mediante un enfoque CMD de ST.

En los sistemas descritos, los efectos no inerciales son inducidos por componentes
moviles que aceleran los sistemas de interés, tales como plataformas o carros deslizantes,
o eslabones oscilantes. Ademds, la entrada de control se aplica generalmente en esta
plataforma moévil; por ejemplo, en los sistemas Carro-Péndulo y Doble Pendulo sobre
un Carro; en donde los carros realizan la accién de control. En este sentido, el sistema
tipo péndulo que se presentard consiste en un robot Acrobot montado en un carro
movil no accionado. Esto cambia la ubicacién donde la entrada de control se aplica,
a la segunda articulacion del péndulo y deja que la plataforma no accionada induzca
efectos no inerciales. Ademsds, el controlador robusto basado MD y ST que se propondra
para este mecanismo, y realizard la tarea de estabilizacion de postura del acrobot y el
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rechazo de efectos no inerciales cuando el carro esté en movimiento.

1.2. Justificacion

En muchos trabajos de investigacion existen casos de estudio acerca de péndulos
invertidos sobre un carro, en donde la accién de control es transmitida a través del carro
para estabilizar el péndulo que se encuentra sobre éste. Sin embargo, en la iteratura ain
no se a abordado al sistema Acrobot sobre un carro bajo los efectos de una dinamica
no inercial en un marco de referencia acelerado. Por lo anterior, la implementacién
de una técnica de control por MD y ST para este sistema resultan algo novedoso e
interesante debido a las grandes capacidades de estabilizacién, rechazo a perturbaciones
desconocidas e insensibilidad ante parametros variables que caracteriza a este tipo de
controladores robustos.

1.3. Objetivo General

Disenar y aplicar una estrategia de control por MD, y por ST al sistema Acrobot
sobre un carro en un sistema de referencia mecanico no inercial para su estabilizacién
de postura invertida.

1.4. Objetivos Especificos

= Presentar modelo matemadtico del sistema Acrobot sobre un carro no inercial,
basado en ecuaciones de Lagrange en un sistema no-inercial.

= Diseno del controlador por MD.

= Diseno del controlador por ST.

= Estudio de estabilidad de MD.

= Estudio de estabilidad de ST.

= Simulciéon numerica del sistema en lazo cerrado.

s Discusién de resultados.

1.5. Problematica

La tarea de estabilizacién de postura en el péndulo invertido es un problema clasico y
ampliamente estudiado en teoria de control. Para el caso particular del sistema Acrobot
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sobre un Carro que se propone estudiar, el problema consiste en estabilizar el Acrobot
alrededor en su postura invertida mientras este se balancea sobre una plataforma mévil
o carro, usando unicamente el torque proporcionado por un actuador ubicado en su
codo para estabilizarle. Este es un problema especialmente desafiante, ya que se busca
no solo la estabilidad, sino la robustez del sistema ante efectos no inerciales mediante
la aplicacién de dos métodos de control basados en MD y ST.

1.6. Organizacién de la tesis

El presente trabajo esta dividido en 5 capitulos, iniciando con la previa introduccién
sobre el tema. Esta seccién es un pequetnio resumen de la estructura que se explicara
a detalle posteriormente. En el capitulo 2 se presentan los fundamentos teéricos del
modelado matematico de sistemas mecanicos en un marco de referencia no inercial, el
desarrollo de sus ecuaciones de movimiento através el metodo clasico de Lagrange, asi
como una breve explicacion sobre algunos sistemas tipo péndulo existentes. Después,
en el Capitulo 3 se presenta el marco tedrico fundamentos de la estrategia de control
por MD, y la técnica de ST. En el Capitulo 4 se desarrolla el metodo de modelado
matematico presentado en el Capitulo 2, para el sistema mecanico del Acrobot sobre
un Carro, y se plantean las superficies de deslizamiento para MD. y ST. En el Capitulo
5, se desarrollan las leyes de control basadas en MD y ST, y se aborda su analisis
de estabilidad. Finalmente, se muestran los resultados obtenidos en la simulacién del
sistema Acrobot sobre un carro con control en lazo cerrado para ambas estrategias de
control ya mencionadas.







Capitulo 2

Modelado de sistemas mecanicos

Las ecuaciones dindmicas de un sistema mecanico pueden obtenerse a partir de las
ecuaciones de movimiento de Newton. El inconveniente que presenta este método es
que el andlisis se complica notablemente cuando aumenta el niimero de articulaciones
del mecanismo. En estos casos, es conveniente emplear las ecuaciones de movimiento
de Lagrange. Adem&s muchas relaciones mecénicas en sistemas fisicos parten de la
presuposicion de que dichos sistemas no estan acelerados. Los sistemas que cumplen
con esta condicién son conocidos como sistemas de referencia inercial. En este capitulo
se analiza el modelado de sistemas fisicos por medio de el Teorema Konig, las ecuaciones
de Lagrange, y se presenta la descripcién de sistemas cuya referencia absoluta sufre una
aceleracién. Finalmente, se presentan ejemplos de sistemas mecanicos tipo péndulo.

2.1. Fundamentos para el modelado de sistemas mecani-

COSs

2.1.1. Leyes de Newton

Supdéngase un conjunto de puntos materiales méviles ubicados en el espacio. Ahora
dotese a tal espacio de un sistema coordenado con origen en algin punto O. La estructu-
ra obtenida, denotada 8, se va a llamar sistema de puntos materiales. Para la particula
i € 8§, m; representa su masa, en tanto que 7; y ¥; denotan su vector de posicién y su
velocidad respecto de O. La Fig.2.1 muestra estos aspectos.

Definicién 2.1 Un polo es un punto 9 en el espacio. Si 7 es el vector de posicién
de v respecto de O, el vector

Tz’,q/; =T; — 7“1/,

se conoce como vector de posicién (ver Fig.2.2).
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Definicion 2.2 Considerese el sistema de puntos materiales 8.

e
| WU \L'
\, /j }
Iy < M e

{j P R

Figura 2.1: Un conjunto de puntos materiales referidos a un sistema coordenado.

1. La cantidad escalar

1
E. .= 5 Z mivl-2
1€8

recibe el nombre de energia cinética de 8.

2. La cantidad vectorial

se denomina impulso de 8.

3. La cantidad vectorial

Ji= Z[Fw» m; U]
1€8
se conoce como momento del impulso de 8 respecto al polo .
Axioma 2.1 (Primera Ley de Newton) Toda particula material no sujeta a estimulo

externo alguno, sélo puede moverse con velocidad rectilinea uniforme o permanecer en
reposo.
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kN

Figura 2.2: Relacién entre el polo ¢ y el origen O.

Axioma 2.2 (Segunda Ley de Newton) Dendétese con f_‘; la fuerza ejercida sobre la
particula i € 8 y sea

F=>r (2.1)

Axioma 2.3 (Tercera Ley de Newton) Dados i,j € 8§ dendtese por ﬁj la fuerza
ejercida sobre i por j. Entonces

fii ==t

f = _fint + fea:t
Lema 2.1 En un sistema de puntos materiales
fint = 6
por lo que a partir de la ecuacién (2.1)
fext = ﬁ

Definicion 2.3 Considerando que la masa de un sistema 8§ de puntos materiales
esta dada por
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m = E m;

€8
el punto CI con vector de posicién
., 1 L,
ror = Ezmim (2.1)
1€8

que recibe el nombre de centro inercial.

Observacion 2.1 De la definicién de centro de masa se obtiene inmediatamente la
expresion de la velocidad de este punto respecto del origen O: de la derivacién de (2.1)
resulta

. 1 L1 S
ver ZZ*me‘Z* E m;v;
m m

1€8 1€8
2.1.2. Propiedades del Centro Inercial
Lema 2.2 En un sistema de particulas 8 el centro de masa 7y es tal que su
dindmica estd dado por

mFCI = fezt

donde m representa la masa total del cuerpo rigido 8 y f;xt la sumatoria de fuerzas
externas aplicadas en el centro inercial de .

Teorema 2.1 (Konig) Supdngase dos sistemas de referencia, uno absoluto con
origen O y otro relativo con origen O (Fig.2.3). La energia cinética de un sistema de
particulas 8 se puede calcular como

Ec = ECO/ + Ecre ’ + m<17i’o/,170170/> (22)

1,0

donde:
_ . . /
Uy es la velocidad absoluta del origen O,
— . . . . !/
Uep o €s la velocidad del centro inercial relativa a O,
’ . ol . /
ECO, = %mvé, es la energia cinética de 8 en el sistema O
=13 02 1 fa cinética de $ relativa a O’
¢ o =5 D2uies Miv; o es la energia cinética de § relativa a O,
rel,O 1,

U, o denota la velocidad del punto ¢ € 8 relativa a O

10
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Figura 2.3: Relacién entre el sistema absoluto y el auxiliar.

Prueba 2.1 De la definicén de energia cinética, se tiene que

1 Lo
E.= 3 Z m; (T;, U;) (2.3)
€8
y, ademas considerando que

Ui = Uy + Ugp o

se tiene que

1 S S L
Ee=5 > mil{Ty, Tyr) + (T, 7, Ty o) + 2Ty, T o))
ies

1 1 "
:§mU(29/ + 5 Z mﬂ)io/ + <VOI’ Z miUO/>
1€8 €8

Finalmente multiplicando y dividiendo por m

E. = ECO, + Ecm’o/ + m<vi,o/7UCI,o’>

Colorario 2.1 El teorema de Konig tiene dos particularidades importantes.

. . !’ . . . . . —
1. Siel origen O coincide con el centro de inercia del sistema, entonces v o, y
b

Ec = ECO/ + Ec

TGZ,O/

11
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. s . . . . / .
2. Si 8 es un cuerpo rigido cuyo pivote coincide con O , entonces existe el vector w
. /
relativo a O tal que,

1
= T w?
Crel,O/ 2 w

donde Iz =} ;g m;d? se la llama momento de inercia con respecto al eje de &
y d; es la distancia a dicho eje.

Definicién 2.4 En términos generales, sean $ un sistema de puntos y 17" un eje,
la cantidad

. 2
1€8

donde d; denota la distancia de i € 8§ a 1¢’, se llama momento de inercia de 8 con
respecto del eje ¢t (Fig.2.4).

Figura 2.4: Cuerpo plano rotando en su plano respecto del pivote O.

2.1.3. Teorema de Steiner

Teorema 2.2 (Steiner) Considérese el sélido de masa M de la Fig. 2.5. Designese
por IW/ y por Io los momentos de inercia respecto de los ejes Y1), que no pasa por

el centro de masa, y 00’ que si lo hace, es paralelo a wz// y se halla separado de éste
una distancia d. Entre tales momentos de inercia existe la relacién

I

¢¢/ = I(’)O, -+ md2 (24)

12
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Figura 2.5: Sélido rotando alrededor de un eje que no pasa por su centro inercial.

m,

N\,
¥ fioo \wv
o\

I N ,
=00' d; yv' ¥

Figura 2.6: Diagrama de distancias a los ejes 00" y ¥ de un punto ieS.

2.1.4. Sistemas no inerciales

Definicién 2.5 Un sistema coordenado que no experimenta aceleracién se llama
sistema inercial, en otro caso se denomina sistema no inercial.

13



2. MODELADO DE SISTEMAS MECANICOS

2.1.4.1. Segunda Ley de Newton con respecto de un sistema relativo

Se sabe que la aceleracién de un punto de posicién 7, respecto de un sistema
coordenado absoluto puede ser descrita en términos de la aceleracién wy y la velocidad
y aceleracion angular & y € de un sistema coordenado relativo con origen O, a saber

Waps = Wiy + Wrel + Weor

donde las aceleraciones de traslaciéon y Coriolis estan definidas como
wtr = w@ + [a Frel] + [(;7 [(D7 Frel]]

u_jcor = 2[537 ﬁrel]

mientras que e, Urel ¥ Wre representan la posiciéon, la velocidad y la aceleracién
relativas del punto, es decir, respecto del sistema relativo. Ahora bien, se sabe que el
CI (Centro Inercial) de un sistema de puntos 8 con masa total constante M cumple la
relacion

ﬁ = m'FC’I,abs

donde 71 4ps denota la posicién de CI. Si

wCI,abs = 7.:.’C'I,abs (25)

la expresién (2.5) se puede presentar como

P = MAWCT,abs

resultado que, en combinacién con la Segunda Ley de Newton (2.1), lleva a

me],abs = fe:vt

o bien,

m(wC’I,tr + wC’I,rel + wC’I,cor) = ]?eact (26)

de donde se llega a

mu_jC’I,tr - fext - meI,Tel + meI,cor (27)

Definiciéon 2.6 Las cantidades

feryr = —miior i (2.8)

se llama fuerza de traslacion inercial,

14
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fCI,COT = _mu_;CI,cor (29)

se llama fuerza de coriolis inercial.

Las ecuaciones (2.8) y (2.9) permiten obtener una expresién relativa a la ley (2.1)
que describe la dinamica del centro inercial respecto a un sistema de referencia relativo
o acelerado.

meI,rel = feact + fC’I,tr + fC’I,cor

2.2. Ecuaciones dinamicas de Lagrange

La Segunda Ley de Newton y las ecuaciones dindmicas de Euler son el formalismo
que permite obtener las ecuaciones de movimiento en sistemas mecanicos, sin embargo
generalmente su aplicaciéon se complica si la geometria del movimiento no es simple
y/o por la presencia de restricciones a éste. Las ecuaciones de Lagrange resultan una
herramienta imprescindible pues incluyen de manera natural las restricciones cinemati-
cas, ademads de que se basan en el concepto de coordenadas generalizadas, las cuales
permiten describir la dindmica en términos de las variables asociadas con los grados de
libertad del sistema. Parte fundamental de las ecuaciones de Lagrange son las fuerzas
generalizadas, éstas se definen y caracterizan las fuerzas que afectan la dindmica de un
sistema. En general, los distintos puntos materiales de los sistemas mecdnicos guardan
conexiones entre sf, llamadas conexiones o restricciones mecénicas. Estas son relaciones
que condicionan el movimiento y se describen por expresiones matematicas[3].

Un sistema mecéanico simple es un sistema cuyo Langrangiano se encuentra en la
forma de la diferencia entre su energia cinética (semidefinida positiva) y su energia
potencial [19], como

£(a,4) = B~ By = 5a"™M(@)d ~ Byla) (2.10)

donde q € R™ denota la configuracién del vector de coordenadas generalizadas, M (q) €
R™*™ es la matriz de inercia del sistema. E. es la energia cinética y E,(q) es la energia
potencial del sistema debido a la fuerza de gravedad y/o fuerzas con resortes.

Lema 2.2 (Lagrange) Sea 8 un sistema holonémico de N puntos materiales cuyas
masas no dependen de la velocidad ¢ ni de la posicién q. En un sistema tal la dindmica
queda gobernada por la siguiente ecuacion diferencial

dor o
dt0q; 0Oq;

=7, i=1,..n (2.11)

15
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donde £ es el Langrangiano de 8, 7; recibe el nombre de fuerza generalizada correspon-
diente a la coordenada ¢;, y E, es la energia potencial de cada elemento mecénico,

n
E,=> By, (2.12)
=1

El uso de las ecuaciones de Lagrange para el modelado dindmico de un sistema mecéanico
simple, se reduce a cuatro etapas [11]:

1. Célculo de le energfa cinética (2.2).
2. Célculo de la energfa potencial.(2.12)
3. Célculo del Langrangiano (2.10)

4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange (2.11).

Las ecuaciones de movimiento de un sistema mecdnico actuado o subactuado suele
tomar la siguiente forma vectorial, una vez desarrolladas las ecuaciones de Lagrange

M(a)a+ C(a,4)a+ G(a) =U (2.13)

El término C(q,q) € R™*™ contiene dos tipos de términos, uno llamado centrifugos y
otro Coriolis. Ademés, G(q) € R™*! contiene los términos gravitacionales, y U € R™*!
es el vector que contiene las fuerzas generalizadas de entrada para el sistema mecéanico.

2.3. Sistemas Mecanicos Tipo Péndulo

A continuacidn se presentan una serie de mecanismos cuya principal caracteristica es
su configuracion tipo péndulo. Todos estos ejemplos se elijieron debido a la complejidad
del disenio de leyes de control, y al hecho de que su respuesta fisica resulta de gran interés
en la investigacién de tareas con control y robédtica [26, 2, 5, 4, 24].

Los siguientes sistemas son considerados sistemas subactuados, en otras palabras,
sistemas mecanicos donde hay ausencia de actuadores en alguna de las articulaciones
del mecanismo. También, son definidos como mecanismo que poseen menor cantidad de
entradas de control (actuadores) que grados de libertad, esto puede ser debido a fallas
técnicas, o para reducir el costo de diseno.

2.3.1. Péndulo-Carro

El sistema Péndulo-Carro (ver Fig.2.7) esta representado en la Fig.2.7 [34],

16
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my

Figura 2.7: sistema Péndulo-Carro

Se definen los parametros del sistema como:

= m; : Masa del péndulo [Kg].

= mg: Masa del carro [Kg].

» [ : Distancia del pivote al centro de masa del péndulo [m].

» g : Aceleracién debido a la gravedad [m/s2].

» ¢o : Distancia del centro de masa del carro desde su posicién inicial [m].
= ¢1 : Angulo del péndulo respecto a la vertical [rad].

» 7 : Fuerza aplicada al carro [N].

Ecuaciones de movimiento:

(1 + ma)ia — maler sin(qr)d3 + myle cos(qr)igy = 7

migs cos(qr) +malZ g — migsin(g) =0

2.3.2. Doble péndulo

El doble péndulo (ver Fig.2.8) un mecanismo planar de dos grados de libertad
formado de la unién de dos eslabones como se puede observar en la figura 2.2, la union
entre los eslabones es de tipo revoluta por lo que pueden girar libremente alrededor de
sus ejes de rotacién[22, 36].

17
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msy, fz,zz: Ly, 1l

Figura 2.8: Péndulo doble.

Los parametros del doble péndulo son:

» [; : Longitud del eslabén 1 [m].

» Ly : Longitud del eslabén 2 [m].

» I .. : Momento de inercia del eslabén 1 [Kg*m2].

» [5 .. : Momento de inercia del eslabén 2 [Kg*m2].

= m; : Masa del eslabén 1 [Kg].

= my : Masa del eslab6n 2 [Kg].

» [ : Distancia del centro de masa del eslabén 1 [m].
» [ : Distancia del centro de masa del eslabén 2 [m].
» g : Fuerza de gravedad [m/s2].

» 71 : Torsién aplicada al eslabén 1 [Nm].

» 79 : Torsién aplicada al eslab6n 2 [Nm].

» ¢; : Desplazamiento angular del eslabén 1 [rad].

18
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» ¢y : Desplazamiento angular del eslabon 2 respecto al eslabén 1 [rad].

Ecuaciones de movimiento:

mi1Gr + miado — oo’ — 20G1ga + (h1 + ha)g = 71
ma1dy + mazds + ¢G12 + hog = T

cuyos coeficientes son

1 1
mi1 = mgL% + gmlL% + gmgL% + 2molqles COS((JQ)

1
miz = Moy = gmzL% + maLileo cos(qa)

1
Mmoo = gmgL%

¢ = mnglcg sin 92
h1 = (mllcl + mng) cos 01
hg = mQZCQ COS(91 + 92)

Este mecanismo tiene dos configuraciones particulares, cuando 7, = 0 se le conoce como
Acrobot, y cuando 72 = 0 se le conoce como Pendubot.

2.3.3. Péndulo doble sobre un carro

El Péndulo doble sobre un carro (ver Fig.2.9) es una extensién del péndulo doble
al agregarse una masa extra (carro) cuyo desplazamiento es prisméatico y cuya entrada
de control es dicha masa o carro[27].
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My, Iy 57, Loy Loz

my, Iy gz L1, Lo

Ty ( q1
ms

B qs3
T —
—
= —

Figura 2.9: Péndulo doble sobre un carro.

Parametros del doble péndulo sobre un carro:

» [y : Longitud del eslabén 1 [m].

» Lo : Longitud del eslabén 2 [m].

» [; .. : Momento de inercia del eslabén 1 [Kg*m2].

» I3 .. : Momento de inercia del eslabén 2 [Kg*m2].

» m; : Masa del eslabén 1 [Kg].

= my : Masa del eslabén 2 [Kg].

= mg : Masa del carro [Kg].

» [ : Distancia del centro de masa del eslabén 1 [m].
» lq9 : Distancia del centro de masa del eslabén 2 [m].
» g : Fuerza de gravedad [m/s2].

» 71 : Torsién aplicada al eslab6n 1 [Nm].

= 79 : Torsién aplicada al eslab6n 2 [Nm].

» 73 : Fuerza aplicada al carro [N].

» ¢; : Desplazamiento angular del eslabén 1 [rad].

» ¢y : Desplazamiento angular del eslabén 2 respecto al eslabén 1 [rad].
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» ¢3 : Desplazamiento horizontal del eslab6n 2 respecto al eslabén 1 [rad].
Ecuaciones de movimiento:

mi1dr + miada — mi3ds — d1G2> — 2614162 + (b1 + ha)g = 71
ma1 + maads — mazds + g1G1% + hag = (2.14)
— mg1G1 — mazda + masis — (h1 + ha)gi® — hads — 2hagide = T3

mi] = mgL% + mllfl + mglg2 + 11 ..+ L2224+ 2maLiles cos(gz),
mia = ma1 = mal% + Is .. + maLile cos(qa),

mi3 = ma1 = (miler +maLq)sin(q1) + malea sin(q1 + g2),

mag = mal% + Iz,

Moz = M3z = maleasin(q1 + ¢2),

ma3 = mg + mi + ma,

¢1 = maLileo sin Oy,

hi = (mile1 +maLy) cos by,

ha = males cos(01 + 02).

conclusion

En este capitulo se estuadiaron los fundamentos fisicos de los sistemas mecanicos,
que incluyen las leyes de Newton y las propiedades de el centro de inercia de un sistema
de puntos materiales o cuerpo rigido en movimiento. También, se introdujeron conceptos
importantes para el desarrollo de las ecuaciones de energia de los sistemas mecanicos,
estos son, El teorema de Konig para la energia cinética de un sistema, y el teorema
de Steiner para cuerpos rigidos cuyo eje de rotacién se encuentra alejado de su centro
inercial. A su vez, se defini6 el concepto de sistema fisico no inercial, y su diferencia con
respecto de un sistema inercial fijo. Ademds, se expuso la metodologia de las ecuaciones
de Lagrange, através de la cual se pueden obtener las ecuaciones dinamicas de los
sistemas mécanicos. Finalmente, se expusieron algunos ejemplos de sistemas mecanicos
tipo péndulo estudiados en el desarrollo de sistemas de control y sistemas robéticos.
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Capitulo 3

Control por Modos Deslizantes

Cuando se pretende abordar un problema de control para cualquier sistema dinami-
co, siempre es imperativo tomar en cuenta las discrepancias que presenta una aproxi-
macién o modelo matematico que describe el comprtamiento de un sistema fisico. Estas
discrepancias, pueden generarse por parametros no modelados del sistema real, por per-
turbaciones externas desconocidas, o por alguna dinamica parasitaria o que no quedo
modelada en su ecuacién dindmica. Por este motivo, disenar una ley de control apro-
piada suele ser un problema complejo. En este sentido, una de las areas de control que
ofrecen solucién para el diseno de controladores para sistemas de control en lazo cerra-
do, es el control robusto. Este enfoque de diseno lidia directamente con incertidumbres
o perturbaciones presentes en los sistemas de control, logrando generalmente, la esta-
bilidad de dichos sistemas en presencia de incertidumbres o perturbaciones acotadas.
Un enfoque particular de control robusto, es el Control por Modos deslizantes o Sliding
Modes Control. En este capitulo se presentan los fundamentos CMD, y se presenta
también el desarrollo de leyes de control por MD y ST.

3.1. Antecedentes

El desarrollo de los controladores por Modos Delizantes se remonta a los anos 60
en la Unién Soviética, con la aparicién del concepto matematico de los ”Sistemas de
Estructura Variable”, o VSS por sus siglas en inglés. Pronto, el CMD se volvié el modo
principal de operacién para este tipo de sistemas VSS [31]. Por lo anterior, las herra-
mientas matematicas desarrolladas para estudiar los sistemas basados en MD fueron
inicialmente orientadas al analisis del comportamiento de sistemas de control discon-
tinuo. En ese momento, se le dio especial antencién a las numerosas capacidades que
proporciana este tipo de dindmica discontinua, tales son, linearizacién de sistemas,
reduccién de orden de ecuaciones diferenciales, diseno de controladores con alta exacti-
tud, y propiedades de estabilizaciéon. En consecuencia, junto con los ya muy conocidos
controladores lineales, los controladores por MD se implementaron en gran medida en
sistemas de control para generadores de corriente continua, o sistemas discontinuos de
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alta frecuencia como conmutadores o transistores [32]. Por lo tanto, debido a su pro-
piedad de reduccién de orden, baja sensibilidad a perturbaciones, y variaciones en el
modelo de la planta, los controladores basados en MD se han convertido en una ex-
celente herramienta para controlar sistemas con una dindmica nolineal de alto orden
bajo condiciones de uncertiddumbre o perturbacion acotadas presentes en procesos y
mecanismos modernos [29)].

3.2. Fundamentos de Modos Deslizantes

El fenomeno de los modos deslizantes aparecen en los sistemas dindmicos descritos
por ecuaciones diferenciales ordinarias con parte derecha discontinua. El ejemplo tipico
deun sistema con modos deslizantes, es un sistema de relé de segundo orden. La entrada
de control se describe como [31],

Y+ ay+ a1y =u
u=—K*sign(s), s=cx+y, a1,a2,K,c€R son constantes.

K tomard solo dos valores. K o — K, y experimenta discontinuidades en la superfice
s = 0 en el plano de estados (y,7y) (ver 3.2). Se desprende del andlisis del plano de
estados que, en la vecindad del segmento Il en la superficie de deslizamiento s = 0,
las trayectorias van en direccién opuesta, lo cual lleva a la aparicién de los modos
deslizantes a lo largo de esta superficie. La ecuacién de dicha superficie es

y+cy=20

-
-

Figura 3.1: Modos Deslizantes en un sistema tipo relé.

Se puede interpretar que

= El orden de la ecuacién s es menor que la del sistema original.
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= Los modos deslizantes no dependen de la dinpamica de la planta, y solo esta
determinada por el parametro c.

. 7).
L W7

\

V.

Figura 3.2: Plano de estados (yy) de dos sistemas inestables.

Los modos deslizantes se volvieron el principio de operacién de las llamadas VSS,
una VSS consiste en un conjunto de subsistemas continuos con una légica de desli-
zamiento propia, como consecuencia, las acciones de control son funciones de estados
discontinuas, perturbaciones, y entradas de referencia. El sistema tipo relé con estados
dependientes de la amplitud de la variable de control ilustra este tipo de sistemas VSS.

El sistema con a; = 0 y a<0 consta de dos estructuras lineales inestables (u = kx
y u = —kx, Fig.3.1) con y = 0 y s = 0 como lineas de conmutacién. Como estd claro
desde el plano de estado del sistema, el estado alcanza la linea de conmutaciéon en
s = 0 para cualquier condicién inicial. Entonces, el modo deslizante ocurre en esta
linea (Fig.3.3) con la ecuacién de movimiento y + cy = 0, mientras que el vector de
estado decae exponencialmente. De forma similar al sistema de relé, después del inicio
del modo deslizante, el movimiento se rige por una ecuacién de orden reducida que no
depende de los parametros de la planta.
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T
.

5=0

Figura 3.3: Plano de estados de un VSS.

Considerese el sistema nolineal afin con modos deslizantes,
ys = f(t’ ys) + B(y57 t)u, (3'1)

+ .
w (t,ys) if o0;>0 .
_ : —1,2,3...
i { u; (tys) if 0;<0’ ! 2,3

donde y € R™ es un vector de estado, u € R™ es un vector de control, uf(t, Y),
u; (t,y) v si(y) son funciones continuas de con argumentos, u;” # u; . El control es
disenado como una funcién discontinua del estado tal que cada componente se somete
a discontinuidades en alguna superficie en el espacio de estado del sistema.

Por lo general en (3.1) los modos deslizantes existen en la interseccién de todas las
superficies discontinuas s; = 0, o en el conjunto

s(ys) = sT[s1, ...y Sm], de dimensién n-m.

En modo deslizante, la variable s es cercana a cero, mientras que la acciéon de control
toma un valaor finito wug, (un valor promedio, Fig. 3.4). Por tanto, el control imple-
menta una ganancia tedricamente infinita, que es la herramienta usada para rechazar
perturbaciones y otras incertidumbres del sistema. A diferencia del control continuo,
los modos deslizantes presentan la propiedad de invarianza en tiempo finito. Ademas,
dado que las trayectorias en modos deslizantes perteneces a una superficie o conjunto
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de superficies de menor orden que el sistema original, esto posibilita al disenador sim-
plificar y desacoplar la ley de control. Tanto la reducciéon de orden, como la invarianza
son visibles por arriba de sistemas de segundo orden.

et

Figura 3.4: Implementacién de alta ganacia en modos deslizantes.

3.2.1. Solucién de Flippov

Considere inicialmente el caso cuando el sistema (3.1) tiene una sola entrada, y se
define [23]

S:yszs(ys)zo

y s : R” »— R. Supongamos que yso es un punto de discontinuidad en S y define
fE(yso) ¥ f5(yso) como los limites de f¢(ys) cuando el punto yso es aproximado desde
lados opuestos de la tangente de S en yy. La solucién propuesta por Filippov viene
dada por

Us(t) = (1 — ) f<(ys) + of $(ys) (3.2)

donde 0 < o < 1.
El coeficiente « se escoje de tal manera que

Jo=(1-a)fe +aft (3.3)

sea tangencial a S (ver Fig.3.5).

Observacién 3.1 De la discusién anterior, estd claro que la solucién Filippov es
una solucién promedio de los dos vectores de velocidad en el punto yso. La ecuacién
(3.2) se puede considerar como una ecuacién diferencial cuyo lado derecho se define
como el conjunto convexo

Frip(ys) = (1 —a) f¢ + aff :for all a € [0, 1]

por lo tanto,

ys € fflip(ys)
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3. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

Figura 3.5: Modos Deslizntes por Flippov.

Los valores de v que aseguran $(t) = 0 se pueden calcular explicitamente a partir
de la ecuacién (3.2). Por simplicidad, supongamos s(t) = Sy donde S € R™. Entonces
explicitamente

§=8y=(1-a)SfS+aSfS

y, para mantener s = 0, a debe satisfacer

(1-a)SfE+aSfi =0
por consiguiente

S8
~ Sfe—Sf¢

(%

por lo tanto
. SfEfL - SFEE
xTr =
Sfe —Sf¢
En este sentido, dado que u(ys) introduce una discontinuidad (ver Fig.3.6)

+
u; if 0;>0 .
; = . =1,2,3...
i {uZ if o;<0’ ! 2,3

El problema de control consiste en de desarrollar una ley que force los estados de
un sistema a alcanzar la superficie S, y que genere los modos deslizantes para hacer
converger a s(ys) en un tiempo finito [28].

El diseno de la ley de control de modo deslizante se puede dividir en dos fases como
se muestra en la Fig.3.7 :
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3.2 Fundamentos de Modos Deslizantes

Ui e

| > »
—U;

Figura 3.6: Funcién signo.

1. La Fase 1 (fase de alcance) consiste en la construccién de una superficie de des-
lizamiento adecuada para que la dindmica del sistema confinado a la superficie
deslizante S produzca un comportamiento deseado;

2. La Fase 2 (fase deslizante) implica el disefio de una ley de control discontinua que
force la trayectoria del sistema a la superficie deslizante y la mantenga ahi.

u = u;sign(s)

‘LW\L v -
. Valor final
H-\LL
.
T Yo
-
" §
Modo de
Modo de ¥ VAL \ alcanzabilidad
deslizamiento Y
; i Superficie de
deslizamiento

Figura 3.7: Modos deslizantes.

Para mantener el régimen de deslizamiento ideal, la senal de control debe ser capaz
de conmutar con una frecuencia infinita entre valores positivos a negativos, esto produce
un efecto indeseado como lo es el chattering, asi que las trayectorias oscilaran oscilan
alrededor de la superficie de deslizamiento (véase Fig.3.7). La presencia del chattering
puede excitar dindmicas no modeladas, reducir la exactitud del control, introducir gran-
des pérdidas por calor en circuitos eléctricos de potencia, aparte de producir fallas en
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dispositivos mecédnicos. Este efecto, sin embargo puede ser reducido aplicando técnicas
de MD de segundo orden como el algoritmo ST.

3.2.2. Efecto chattering

Las aplicaciones de CMD pueden experimentar un fenomeno no deseado de oscila-
ciones con una frecuencia y amplitud finitas, las cuales son conocidas como chattering.
El chattering es un efecto que aparece naturalmente en este tipo de controladores debi-
do su comportamiento discontinuo, y puede ser peligroso porque provoca baja exactitud
en los controladores, amplio juego en partes mecanicas, y grandes perdidas de calor en
circuitos de potencia. Existen dos razones que pueden producir el chattering [30]:

= Kl chattering puede ser causado por una dindmica rapida que fue omitida en el
modelo ideal. Estas dinamicas sin modelar con pequenas constantes de tiempo,
generalmente no se tienen en cuenta en los modelos de servomecanismos, sensores
y procesamiento de datos sors.

= La segunda razoén, es la implementacion de controladores digitales con muestreo
finito, que causa oscilacién por discretizacion. Tedricamente, un modo deslizante
ideal implica una frecuencia de deslizamiento infinita. Dado que el control es
constante dentro del intervalo de muestreo, la frecuencia de deslizamiento no
puede exceder la frecuencia de muestreo.

3.3. Estabilidad de Lyapunov

La teoria de la estabilidad juega un papel central en ingenieria de control. Exis-
ten diferentes tipos de problemas de estabilidad que surgen en el estudio de sistemas
dindmicos. La estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema suele caracterizarse
en el sentido de Lyapunov. Un punto de equilibrio es estable si todas las soluciones
que comienzan en puntos cercanos se quedan cerca; de lo contrario, es inestable. Es
asintéticamente estable si todas las soluciones que comienzan en puntos cercanos no
solo permanecen cerca, pero también tienden al punto de equilibrio a medida que el
tiempo se acerca al infinito. Los teoremas de estabilidad de Lyapunov dan condiciones
suficientes para la estabilidad, estabilidad asintética, etc. No dicen si las condiciones
dadas también son necesarias. Ademads el analisis de estabilidad de Lyapunov puede
mostrar las cotas de la solucién de un sistema [12, 33].

Considere el siguiente sistema dindmico que satisface

z2= f(z,1) z(to) = 20 z€eR" (3.4)

Supondremos que f(z,t) satisface las condiciones estdndar para la existencia y uni-
cidad de soluciones. Tales condiciones son, por ejemplo, que f(z,t) es Lipschitz continuo
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con respecto a x, uniformemente en ¢, y por partes continuo en ¢t. Un punto zx € R" es
un punto de equilibrio de (3.4) si f(z%,t) := 0. De manera intuitiva y un tanto cruda,
decimos un que un punto de equilibrio es localmente estable si todas las soluciones que
comienzan cerca de zx (significado que las condiciones iniciales estdn en la vecindad de
z%) permanecen cerca de zx para todo el tiempo ¢. Se dice que el punto de equilibrio
zx es localmente asintoticamente estable si zx es localmente estable y, ademads, todas
las soluciones comienzan cerca z* y que tiendan hacia z* cuando t — oc.

Cambiando el origen del sistema, podemos suponer que el equilibrio el punto de
interés ocurre en zx = 0.

Definicién 3.2 (Estabilidad en el sentido de Lyapunov) El punto de equilibrio
z+ =0 en (3.4) es estable en t = ¢y si para cualquier € > 0 existe §(to,c) > 0, tal que

|zto]| < 0= |ze]] <&, VE>t. (3.5)

Definicién 3.3 (Estabilidad asintotica) Un punto de equilibrio xx = 0 para (3.4)
es asintoticamente estable en t = ¢y si

1. zx =0 es estable, y

2. zx = 0 es localmente attractivo, es decir, existe d(tp) tal que

lzll <6 —  lim =0. (3.6)

Ii
t— oo
Como en la definicién anterior la estabilidad asintdtica se define en tg, la estabilidad
asintotica uniforme requiere:

1. z*x = 0 es uniformemente estable, y

2. zx = 0 es uniformemente localmente atractiva; es decir, existe  independiente de
to para lo cual se cumple la ecuacién (3.4). Ademds, se require que la convergencia
en la ecuacién (3.4) sea uniforme.

3.3.1. Meétodo directo de Lyapunov

El método directo de Lyapunov permite determinar la estabilidad de un sistema sin
integrar explicitamente la ecuacién diferencial (3.4). El método es una generalizacién
de la idea de que si hay alguna "medida de energia.®™ un sistema, entonces podemos
estudiar la tasa de cambio de la energia del sistema para determinar su estabilidad.
Sea, B una bola de tamano ¢ alrededor del origen, B =z € R" : ||z|| < e.

Definicién 3.4 (Funcién localmente definida positiva - fldp) Sea V : R" xRy — R
es localmente definida positiva si e >0y ag : Ry — R,

V(,t)=0 y V(z,t)>a(|z|]) VzeB, Vt>0
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Definicién 3.5(Funcién definida positiva - fdp) Sea V' : R” x Ry — R una funcién
definida positiva si satisface las condiciones de la Definicién 3.4 y, ademas ag(h) — 00)
cuando h — o).

Para acotar V por arriba, se define lo siguiente:

Definicién 3.6 (Funcién decreciente) Sea V' : R" xRy — R una funcién decreciente
para alguna ¢ > 0 y para 8 : Ry — R,

V(z,t) <ao(||z]]) VzeB, Vt>0

Usando estas definiciones, el siguiente teorema nos permite determinar estabilidad
para un sistema mediante el estudio de una funcién de energia apropiada. Este teore-
ma establece que cuando V'(z,t) estd definido como localmente positivo la funcién y

V(z,t) <0, entonces se concluye que el punto de equilibrio z* es estable. La derivada
temporal de V se toma a lo largo de las trayectorias de el sistema:

V| . — al + al
=IED T 98 T oz

Teorema 3.1 (Teorema bésico de Lyapunov) Sea V(z,t) una funcién no negativa
con derivada V a lo largo de las trayectorias del sistema,

1. Si V(z,t) es localmente positiva definida y V(z,t) < 0 localmente en z, y para
todo t, entonces el origen del sistema es localmente estable (en el sentido de
Lyapunov).

2. Si V(z,t) es localmente positiva definida y decresciente, y V(z,t) < 0 localmente
en z, y para todo t, entonces el origen del sistema es uniforme localmente estable
(en el sentido de Lyapunov).

3. Si V(z,t) es localmente definido positivo y decreciente, y —V(z,t) es definida
localmente positiva, entonces el origen del sistema es uniformemente localmente
asintéticamente estable.

4. SiV(z,t) es positivo definido y decreciente, y —V (z,t) es positivo definido, enton-
ces el origen del sistema es globalmente uniformemente asintéticamente estable

Una funcién V(z,t) que cumple con las condiciones impuestas en el método directo
de Lyapunov, se denomina funciéon de Lyapunov. Este método es una herramienta de
andlisis muy poderosa. Sin embargo, presenta dos desventajas. La primera es que no
hay un método sistematico para hallar una funcién de Lyapunov por lo tanto hay
que proponer una funciéon candidata de Lyapunov y probar si la misma cumple con
los requisitos de estabilidad. La segunda es que el teorema solo brinda condiciones
suficientes por lo tanto el hecho de no encontrar una funciéon candidata a Lyapunov
que satisfaga las condiciones de estabilidad o de estabilidad asintética no significa que
el origen es inestable o asintéticamente estable.
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3.4. Diseno de un controlador por Modos Deslizantes
Considerese el sistema con estados Y1 = Yo Y Ya2 = Ya1 [23],

yal _
ya2

el cual se requiere compensar através de una ley de control por Modos Delizantes,
para ello primero se propone una superficie de deslizamiento adecuada,

Ya2
u+ f(Yat, Ya2, t)] (3.7)

5 = 0(Ya1,Ya2) = Ya2 + Ya1, ¢>0 (3.8)

Para que los estados del sistema puedan alcanzar convergencia asintotica en cero
en presencia de una perturbacién acotada f(ya1,Ya2,t), se tiene que forzar s a cero en
tiempo finito por medio de una accién de control u. Este problema se puede resolver
aplicando la teoria de Lyapunov, para la dindmica de s a partir de las ecuaciones (3.7)

y (3.8):
§ = cYa2 + [ (Ya1, Ya2, 1) +u,  5(0) = so (3.9)

Para (3.9) se propone la siguiente funcién de Lyapunov,

1
V= 502 (3.10)

Para asegurar la estabilidad asintotica se deben cumplir que
(a) V< 0fors#0
(b) lim|S|_>OOV = o0

La condicién (b) es satisfecha por (3.10). Para que la variable deslizante (8) alcance
la convergencia en tiempo finito, la condicién (a) se transforma en:

V<—aV2 a>0 (3.11)
Si (3.11) es integrada sobre 0 < ¢, < t, se obtiene
1
VIR(t) < —at + VI2(0)
Si V(t) alcanza la estavilidad en tiempo finito entonces ¢, estéd acotada por

2V1/2(0)
«

T =

La derivada de V, se calcula como

V =535 =s(cya2 + f(Wa1, Ya2, t) + u)
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proponiendo u = —cy,2 + v, se obtirnr la condiciéon

V = Sf(ya17ya27t) + vs

donde v = —psign(s), y

1 if s>0
sign(s)—{ [—1,1] if s=0
-1 if s<0

Entonces se tiene
V<|s|L-|s|K=~|s|(K-L)

Vg—i|s\,a>0

V2

. «
V|5l (K-1)= S5

K=

V2

Por lo tanto, la ley de control que estabiliza el sistema en tiempo finito es

U= —CYaz — psign(s)

3.5. SuperTorsion

3.5.1. Fundamentos del algoritmo de StuperTorsion

Este algoritmo ha sido desarrollado para controlar sistemas con grado relativo uno
para evitar el chattering en sistemas VSS. También en este caso las trayectorias en
la superficie de deslizamiento (de orden 2) se caracterizan por ”torcerse.2lrededor del
origen (Fig.3.8), pero la ley de control continuo u(t) estd constituida por dos términos.
El primero se define por medio de su derivada discontinua en el tiempo, mientras que

el otro es un funcién continua de la variable de deslizamiento propuesta s [15].
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i
Yo

a
N

Figura 3.8: Fase de trayectorias-SuperTorsion.

Considerese el sistema,

U1 = Yb2
. . 3.12

{ e = olty) +(typ)t (312)
donde ¢ y v son funciones desconocidas acotadas [14],

La ley de control esta definida de la siguiente manera:

u(t) =uq(t) + ua(t) (3.15)

—u if |ul>1
—Wsign(yp) if |ul <1

ug(t) = —AlsolPsign(y1) if [y1] > so
—Aye1|?sign(yp1) if |ypil < so

donde Sg es la condicién inicial de la variable de deslizameinto, vy,
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P
w >E
\2 Z4CI>I‘M(W+<I>)
2T, (W - o)
0<p<0.5

El controlador puede ser simplificado cuando el sistema (3.12) es linealmente de-
pendiente del control, u no requiere estar acotado y sg = oo:

u = —\|s|?sign(ye1) + u1,
up = —Wsign(yp).

El algoritmo de ST no necesita informacion sobre la derivada con respecto del tiempo
de la variable deslizante. Un modo deslizante de orden 2 exponencialmente estable llega
si la ley de control (3.15) con p = 1. La eleccién p = 0.5 asegura que el méximo posible
para la realizaciéon de un modo deslizante de orden 2 se logre.

3.5.2. Diseno de controlador por SuperTorsién

El método clésico de Modos Deslizantes (primer orden) brinda una solucion robusta
y de alta precisiéon para una amplia gama de problemas de control en condiciones de
incertidumbre. Sin embargo, presenta dos principales restricciones. En primer lugar,
en problema de manterner los estados de un sistema en cero debe lograrse con una
variable de deslizamiento de grado relativo 1, lo que significa que el control necesita
aparecer explicitamente en la primera derivada de la variable. Por lo tanto, uno tiene
que buscar variable de deslizamineto apropiada. En segundo lugar, la conmutacién de
control de alta frecuencia puede facilmente causar complicaciones practicas inaceptables
(chattering). Una posible solucién a estos problemas es aplicar un algoritmo de control
de Modos deslizantes de segundo orden, como el Super-Twisting [16, 23].

Considerese nuevamente el sistema (3.4), pero ahora con yq = 1, se tiene entonces
que

2 .
v = ut F(yer i) (8.13)
con una superficie de deslizamiento

s=é+ce, ¢>0 (3.14)

donde e = y.(t) — ya(t), y

5= e+ ce — f(Ya, Ya, t) — c¥a — v = ©(Yd, Ya,t) — u (3.15)
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Para llevar a la variable (3.14) a cero en tiempo finito se intenta usar la siguiente
ley de coontrol
u = c|s|"%sign(s) (3.16)

suponiendo que ¢(yq, ¥4,t) = 0, la dindmica compensada (3.15) se vuelve,

$ = c|o|Y?sign(s) (3.17)

cuyo timpo de alcance es

2 1
t7‘ = 7|$0|2
a

Por lo que el controlador (3.16) estabiliza la variable de deslizamiento en tiempo
finito. Sin embargo cuando ¢(y4, ¥4, t) # 0, esto no ocurre. Por este motivo, el algoritmo
de ST incluye una nueva variable de compensancién para ¢(yq, Y4, t) # 0y &(ya, Y, t) <
L donde L > 0 es la cota de la perturbacién. Entonces,

1 1
= — 2
{ u m(a|s| sign(s) +w
w =b sign(s), b>0
) . 1
$ = o(Yda, Ya,t) + als|zsign(s) +w
De esta manera el controlador (3.16) consigue igualar w ¢(yq, ¥4,t) en tiempo finito

por lo que s converge a Cero.

Propiedades del algoritmo de SuperTorsion:

1. El controlador ST es una técnica de control basada en Modos Deslizantes de
segundo orden, dado que tanto § como s convergen a cero en tiempo finito.

2. Es un método de control continuo dado que a\s\%sign(s) y w = b [ signsdt son
continuos.

Conclusion

En este capitulo se trataron los conceptos fundamentales para entender el funcio-
namiento de sistemas de control basados en MD. Se abordé la naturaleza deslizante
de estos sistemas desde el sentido de Flippov, y sus fases de funcionamiento. Tambén,
se introdujo el concepto de estabilidad en el sentido de Lyapunov, y sus respectivas
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condiciones para diferentes tipos de estabilidad. Ademds, se presentd el concepto de
algoritmo de ST, y se mostraron los pasos para la elaboracién de leyes de control para
MD y ST.
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Capitulo 4

Formulacion del problema

El sistema Pendulo tipo Acrobot sobre un carro es un mecanismo planar con dos
eslabones rigidos unidos entre si através de juntas de revoluta y montados en una
plataforma movil rigida no accionada. Solo hay un actuador que proporciona la entrada
de par en la segunda articulaciéon del péndulo, ya que es una configuracién de acrobot.
Dicho sistema se toma desde un marco de referencia acelerado conrrespondiente al
carro al que se encuentra fijo el acrobot. En este capitulo se propone el modelado de un
sistema tipo péndulo en un sistema de referencia no inercial, mediante el teorema de
Konig y las bien conocidas ecuaciones de Lagrange. Ademads, se desarrollan dos leyes
de control para estabilizacién de posicién (postura invertida) del robot, por medio
de Modos Deslizantes y StiperTorsién. Por tltimo, se estudia la estabilidad de ambos
controladores.

4.1. Sistema Acrobot sobre un carro con marco de refe-

rencia mecanico no inercial

4.1.1. Modelo dinamico: ecuaciones de energia y ecuaciones de La-
grange.

Para desarrollar el modelo matematico del Acrobot sobre un carro, se tendrdn en
cuenta los siguientes supuestos: todos los elementos sélidos son rigidos, el sistema no
tiene friccion y el efecto de la gravedad es vertical con respecto al plano de movimien-
to. El sistema tiene tres grados de libertad (uno traslacional y dos rotacionales), sin
embargo el desplazamiento traslacional de considera como parte de los efectos no iner-
ciales del sistema; el carrito y el robot Acrobot estdn limitados, debido a sus juntas
mecanicas, a moverse solo horizontalmente; y en el caso de los eslabones del Acrobot,
a girar sobre sus respectivos ejes. Sin embargo, los desplazamientos angulares y trasla-
cionales del acrobot no estén restringidos, es decir, ni los radios de giro ni la distancia
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de desplazamiento estan limitados; el carro no tiene motor, pero cualquier aceleracién
inducida a través del carro transmitird fuerzas de reaccién (efecto no inercial) en la
dindmica del Acrobot. El modelo toma en consideracién solo las masas y los momentos
de inercia del Acrobot, y omite la dindmica del carrito ya que el interés de estudio del
modelo matemaético radica en los efectos no inceriales sobre el Acrobot.

Considere el sistema Acrobot sobre un carro con aceleracién horizontal constante
w, representada en la Fig.4.1, con los parametros descritos en la Tabla 4.1; donde la
dindmica del Acrobot se ve afectada por el movimiento del carro, esto significa que el
Acrobot estd bajo un marco de referencia no inercial.

——

Figura 4.1: Sistema Acrobot bajo un marco de referencia no inercial.

Las coordenadas generalizadas para el sistema Acrobot sobre un carro, estan defi-
nidas como:

q =101, q =0
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Como se puede observar, el desplazamiento Z no se incluye como una coordenada
generalizada, esto es asi para que durante en el desarrollo de las ecuaciones dinamicas,
los efectos no inerciales inducidos por la dindmica de Z, ya que el carro se comporta
como un marco de referencia acelerado, se pueda diferenciar de la dindmica del Acrobot.

Tabla 4.1: Parametetros del sistema.

Notacién Descripcién
w Aceleracion horizontal del carro.
T Desplazamiento horizontal del carro.
91 Angulo entre el eje horizontal y el eslabén 1.
92 Angulo entre el eje horizontal y el eslabén 2.
T Entrada de control.

mi, Mo Masas del eslabén 1y 2.

Ll, L2 Longitudes del eslabén 1 y 2

lch lcg Distancia del eje al centro de masa del eslabén 1 y 2.

]Il, ]IQ Tensores de inercia de los eslabones 1 y 2.
qg Aceleracién gravitacional.
e Vector unitario.

La energia cinética E. estd representada por el siguiente término:

2
E.=)Y E.,
=1

donde F. se puede calcular aplicando el teorema de Konig,

Eey =Ec, 0+ Ecp ror—o T Mi <Vi_cI,Vo >

:§HVOH + B < @i, I 0W; > +my; < vi_cr,ve >

El término v, es la velocidad del origen del sistema de coordenadas. I; ¢ es el tensor
de inercia relativo al origen O del sistema de coordenadas, y v;_¢; es la velocidad
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del centro de inercia relativo al origen O; m; representa la masa de cada eslabén del
mecanismo, y &; representa la velocidad rotacional de los eslabones del acrobot. En
el caso del Acrobot la energia cinética esta dada por la suma de las energias cinéticas
individuales de cada eslabén. Ademds, para calcular la energia de los eslabones, es
necesario tomar en cuenta su componente rotacional. En este sentido, la direccién de
las velocidades angulares de los eslabones del Acrobot esta representada por el vector
unitario e = [0 0 1]T que describe la rotacién como ortogonal al plano de movimiento.
Por lo tanto, los vectores de las velocidades angulares del acrobot se definen de la
siguiente manera [19]:

W01 = éle = q1e
@y == (01 + fa)e = (41 + do)e

y, los tensores de inercia de cada eslabén, respectivamente; tomando en cuanta que
la1 = %, leo = %, quedan descritos como

Lage O 0

Ii o 0 Iy O

Law O 0

Io0 0 Iy, O
0 0 impL3

Por lo tanto, podemos calcular cada energia de la siguiente manera

FEnergia cinética de mq

Figura 4.2: Eslabén 1 del acrobot.
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Aplicando el teorema de Konig,

1 1 . .
E., = 5I\V(oll2 + 5 < W1, I oy > +my < vi_cr,ve >
donde
Vo =7
T —lclgysin(qy)
Viecri= |- | = .
i lelgicos(qr)

Por lo tanto,

S(@1em)li(gie)+

mi {—lclq’lsin(ql) lClq'1005(Q1)] lg]

1 . 1.1 ) P
:§m1x2 + §(§m1L%)q% —mylazd sin(q)

Energia cinética de mo

Figura 4.3: Eslabén 2 del acrobot.

Aplicando el teorema de Konig,

1 1 ;
Eepy = 51IVou|[* + 5 < wa, T oz > +ma < va_cr, Vo, >
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4. FORMULACION DEL PROBLEMA

donde
Ve — T — L1q; sin(qy)
02 L1g cos(q1)
Vo cp = Ta| _ | —le2(q1 + d2) sin(qr + q2)
¢ Y2 1c2(q1 + ¢2) cos(q1 + g2)

Por lo tanto,

1

—my ( [i — Llqisin(q1) Llqgy COS(QI)]

hd . . 2
B T — Llq Sln(Ql)] ) n

L1g cos(q1)

Cmq :2

1, . ) ) )
5(% + ¢2)e"la(g1 + g2)e+

z — Llg sin(q1)
L1gy cos(q1)

ma [—162(41 + G2) sin(q1 + q2)  1c2(41 + Go2) cos(q1 + Q2)]

1 ) S 1 .

:§m25€2 — maL1Zq sin(q1) + §m2L%Q12+
11,y A
§(§m2L2)(q1 + ¢2)° +maLileagi (g1 + ¢2) cos(ga)—

maleaZ(G1 + ¢2) sin(q1 + g2)

de lo anterior de obtiene que,

E.=E,, +E.,, (4.1)

Cmq

Energia potencial del sistema
La energia potencial del sistema Acrobot esta dada por

E, = (mile1 + moLq)gsin(q1) + maleagsin(qr + g2) + cte (4.2)
donde cte € R es constante.

Por lo tanto, a partir de la ecuacién (4.2) y la ecuacién (4.1), se puede aplicar el
bien conocido metodo de Lagrange (ref) de la siguiente manera:

doL dL

— - =7, i=1,2 4.3
dog  og (4:3)
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4.1 Sistema Acrobot sobre un carro con marco de referencia mecanico no inercial

donde 7; representa las fuerzas generalizadas que actian en el sistema.

mi1d + miado — ¢ga® — 26q1ga + (h1 + ha)g = &1

. . 9 (4.4)
mao1G1 + mazGa + ¢q1° + hag = 7 + 62

y cuyos coeficientes son,

1 1
mi1 = maL3 + -miLi + maL3 + 2maLile cos(go)

3 3
1 2
mig = Mg = §m2L2 + moLile cos(q2)
1
moo = gmng

¢ = molql.osin Oy

hi = (mile1 +maoLy) cos by

he = males cos(6y + 602)

01 = [(miler +maLy)sin(q1) + maleg sin(qr + g2)]w
g = [malcasin(q1 + g2)]w

done w = Z, 7 € R es la entrada de control del sistema, y 1,52 € R son los efectos
no inerciales inducidos por el movimiento del carro.

La forma matricial del sistema (4.4) puede ser representada como

M(a)d + C(a,a)a + G(a) =U (4.5)

q(t) € R? representa el vector de coordenadas generalizadas, y la matriz de inercia
se describe

ma1  M22

M(q) — [mll le]

La matriz de fuerzas centripetas y Coriolis se presenta como

C(q,q) = rin 0

—201G2 —¢1q'2]
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4. FORMULACION DEL PROBLEMA

El vector de gravedad esta dado por,

T
G(q) = [(hl + ha)g hzg]

El vector de fuerzas generalizadas se presenta de la siguiente manera

U:F17+MT

4.1.2. Espacio de estados del sistema Acrobot sobre un carro

Las ecuaciones dindmicas (4.5) se pueden modelar en representacién de espacio de
estados con respecto a las aceleraciones. Para lograr esto, es necesario asegurarse de
que el determinante de M (det(M)) sea diferente de cero, por lo tanto:

det(M) =mi11MmM9o2 — m%Q

1 1 1
= <3m2Lg> (mgL% + gmlL% + ngL% 4+ 2maLileo cos(qz)> —

1 2
(mgL% +moLlileo cos(q2)>

3
L 9,9.0 1 or2 L or4 2 o 19
:§m2L1L2 + §m1m2L1L2 + §m2L2 + §m2L1L2l02 cos(q2)—
1
§m%L% - §m%L1L%l02 cos(ga) — m3 L1z cos? (o)

1 1
:gmgL%L% + §m1m2L%L§ — m3L312, cos®(qo)

L2 entonces

donde I = %,

1 1

1
det(M) = m3L3 L2 (3 1 cosz(q2)> + §m1m2L%L%

dado que, cos?(gz) € [0, 1], entonces det(M) > 0.
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4.1 Sistema Acrobot sobre un carro con marco de referencia mecanico no inercial

Entonces la ecuacién (4.5) se reorganiza y se multiplica por la matriz de inercia
inversa M ~!(q), dando como resultado la siguiente expresion:

q=M"'[U - C(q,9)q— G(q)]

01 + 11
T+ 02 + p2

donde

p1 = — 143 — 2014142 + (h1 + ha)g

pi2 =$14t + hag

La matriz inverza M ! est4 dada por

M-l [ M
mi2 M2

donde

ma2
2
mi1ma2 — Miy
—mi2

Mg ==mgp = ———————5—
miimg2 — Myy

_ L mii
22 "_-7n/ m —-Tn2
1177622 12

Las aceleraciones estan dadas, entonces, por las siguientes ecuaciones

g1 = m11(61 + p1) + maa (T + 92 + p2)

e ' (4.6)
Go = mi2(01 + p1) + Mmoo (T + d2 + p2)

Las ecuaiones (4.6) pueden ser reducidas sustituyendo:

fi(t,q(t)) = ma1 (01 + pr) + maa(d2 + p2)
fa(t,q(t)) = mi2(d1 + p1) + maa(d2 + p2)
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4. FORMULACION DEL PROBLEMA

Estos términos representan efectos no deseados que actian en el sistema (4.4). Los
efectos no inerciales 01, do inducidos por el carro se incluyen como parte de fi, fo. Asi,

q1 = f1(t, q) +mia7(t)
G2 = fa(t, q) + maa7(t)

El espacio de estados se define de la siguiente manera:

T = [qlanvqlaq2]T = [x1,$2,x3,x4]T

Por lo tanto, el sistema dinamico, en la representacién de espacio de estados esta
dado por:

x3

T4
f1 (t, J}(t)) + mlzT(t)
fg(t, .CC(t)) + ngv-(t)

T =

(4.7)

4.2. Control por Modos Deslizantes

La propuesta de control para el sistema Acrobot sobre un carro en un marco de
refeerencia no inercial se basa en una metodologia de control por Modos Deslizantes
de primer orden. El objetivo de esta estrategia de control es estabilizar los estados
de posicién del Acrobot en la postura invertida, al tiempo que se rechazan los efectos
no inerciales no deseados inducidos por el carro en movimiento. Algunos enfoques de
control robustos para sistemas tipo péndulo invertido estan diseniados como un control
de switcheo, con una parte que proporciona el impulso para elevar los péndulos, y otra
parte que realiza el control de equilibrio. El enfoque presentado en este trabajo no
tomard en consideracién la fase de impulso, ya que el sistema estard configurado, como
condicion inicial, en la posicién invertida:

$(0) = (:131(0),$2(0),IB3(0),IE4(0)) = (gaovov 0)

Para disenar la ley de control de modos deslizantes, es necesario definir una variable
deslizante. La variable deslizante debe en cuenta los estados del Acrobot (4.7). La
idea principal de la estrategia de modos deslizantes es que los estados del sistema se
deslizan a lo largo de una superficie deslizante, descrita por una variable deslizante, para
estabilizar y rechazar los efectos no deseados. Esta variable de deslizamiento particular
se elige para que el sistema tenga una respuesta de orden reducida deseable cuando se
le restringe a este comportamiento [23]. Por lo tanto, la variable deslizante se define
como:

S:i=c1x1 + oo + 13 + x4, 1,00 >0 (4.8)
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4.2 Control por Modos Deslizantes

La derivada de la variable deslizante 4.8 es obtenida como

$=fi(z,t) + fa(z,t) + 173 + cozat (4.9)
(M2 + ma2)T(t)
=p(z,t) + c125 + caxe + MT
donde m = mqg + Mmag, y los efectos no deseados fi(z,t) + fa(z,t) se agruparon en

@(mvt) o= fl(mat) + f2(x7t)

Para lograr la convergencia asintdtica de las variables de estado en presencia de
un efecto no deseado ¢(z,t), es necesario dirigir la variable (4.8) a la estabilidad en
tiempo finito a través de una ley de control. Este problema se puede resolver insertando
la variable s en una funcién candidata Lyapunov. Por lo tanto, la funcién candidata
Lyapunov basada en (4.8) tiene la forma:

V=252 (4.9)

Para que la variable (4.9) sea estable, se deben cumplir las siguientes condiciones
(@) V<O0fors+0
(b) lim|5|ﬁ\oov = o0

La condicién (b) es satisfecha por (4.9). Para que la variable deslizante (4.8) alcance
la convergencia en tiempo finito, la condicién (a) se transforma en:

V<—aV'’ a>0 (4.10)
Si (4.10) es integrada sobre 0 < ¢, < t, se obtiene
1
V2(1) < —5ot + V1/2(0)
Si V/(t) alcanza la estavilidad en tiempo finito entonces ¢, estd acotada por

2V1/2(0)
«

r =

Es necesario proponer una ley de control basada en la funcién deslizante que satis-
faga la condicién (b) para que el sistema se estabilice. La derivada de (4.9) se calcula
como

V = 5§ = s(cl$3 + coxy + SD(ta f) + mT(t))
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4. FORMULACION DEL PROBLEMA

Proponiendo 7(t) = L (v — ¢35 — cox4), se obtiene

V =s(p(t,z) + v) =sp(t,z) + sv
<|s|L+sv

Seleccionando v = — K sign(s) with K > 0, donde
1 if $s>0

sign(s):{ [—1,1] if s=0
-1 if s<0

Entonces se tiene

V<|s|L—|s|K=—]|s|(K-L) (4.11)

Considerando la funcién (4.9), la condicién (4.10) se transforma en

V<—%|s\,a>0 (4.12)

e igualando la condicién (4.11) y (4.12) se obtiene,

V< (K1) = =S s |= —aV'? (113

A partir de (4.13), la ganancia del controlador puede ser calculada como

@

K=—+1L 4.14

7 (4.14)

donde L > 0. Por lo tanto, la ley de control que estabiliza el sistema en tiempo
finito es

T(t) = %(—Ksign(s) — C1%3 — CaT4) (4.15)

4.3. Control por StuperTorsion

Para diseniar la ley de control de Super-Twisting, se utilizara la varible de desliza-
miento (4.8) y su derivada (4.9) , previamente definida. El algoritmo de Super-Twisting
esta basado en Modos Deslizantes de segundo orden. Esta estrategia, no solo puede es-
tabilizar y rechazar los efectos no inerciales, sino que aminora el Chattering inducido

50



4.3 Control por SuperTorsién

naturalmente por los Modos Deslizantes. Para este caso, el sistema Acrobot sobre un
carro se vuelve a establecer en las condiciones iniciales (3.1), que corresponden a la
postura invertida del Acrobot.

por lo anterior, si p(z,t) = 0, entonces la ley de control es descrita como

1
7= ——(als|2sign(s) + 1 + cama), 0 > 0
m

entonces la dindmica compensada de la variable de deslizamiento (4.8) se vuelve,

§= —a|s|%sz’gn(s), 5(0) = so (4.10)

Integrando la ecuacién 4.10,

1 1 a
s(t)[% — Jsol} = —5¢

Entonces, el tiempo de alcance en este caso seria

2

= Z|so|2
a

tr
Esto significa que el control 7 mueve la variable deslizante a la estabilidad en tiempo

finito. Sin embargo, cuando ¢(x,t) # 0, la dindmica compensada se convierte en

s =p(x,t) — a|s|%sign(s), 5(0) = s

Por lo tanto, la convergencia no se consigue.

Dado ¢(z,t) # 0y |p(x,t)] < L, la estabilidad de la variable deslizante se lograra en
tiempo finito si se agrega un nuevo término a la ley de control de la siguiente manera,

7 - als|zsign(s) —w — C1xr3 — C2x
{ m g 13 20 (411)

w =b sign(s), b>0

Por consiguiente, la dindmica de la variable deslizante compensada se convierte en

$=¢(z,t) + a]s]%sign(s) +w (4.12)

La ecuacién (4.11) se denomina controlador ST que forza las ecuaciones (4.8) y
(4.12) a la convergencia haciendo w igual a ¢(z,t) en tiempo finito, por lo tanto, los
estados del acrobot deben estar estabilizados en tiempo finito. Ademas, la estabilidad
de cualquier controlador ST puede garantizarse mediante la siguiente funcién Lyapunov
tal como se present6 en [17]:
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4. FORMULACION DEL PROBLEMA

V(s,8) = ¢TPC (4.16)
donde

¢ =1[]s|"? sign(s), $

1
Pv:i

4ks + k‘% —kq
—k1 2

De acuerdo con el Teorema 2 en [17], si k1, ks > 0, todas las trayectorias de (4.8)
convergeran en tiempo finito; en un tiempo ¢(sg) menor que 7' = 2V%(30) /7, donde sg
es la condicion inicial de | superficie deslizante y « es una constante que depende de
las ganancias ki, k3. Ademads, la funcién Lyapunov (4.16) proporciona una respuesta de
estabilidad sélida si las siguientes propiedades estan garantizadas:

. 1
V= Q< Vi) (4.17)
donde
0 _ﬁ 2]€3+/€% —k1
v —k1 1

)\max(Pv)

Por lo tanto, dada la funcién (4.16) y la condicién (4.17), el caso particular de la

funcién deslizante (4.8) debe lograr la convergencia en tiempo finito de acuerdo con
(4.17).

Conclusion

En éste capitulo se present6 el modelado del sistema Acrobot sobre un carro através
del teorema de Konig y las ecuaciones de Lagrange con respecto de un sistema refe-
rencial mecanico no inercial, y se definieron los efectos no inerciales que inducidos en
el sistema. Se presentd el sistema en forma de espacios de estados, para posteriormen-
te desarrollar los algoritmos de control basados en MD y ST. A su vez, se analiz6 la
estabilidad asintotica para ambos controladores.
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Capitulo 5

Simulacion y resultados

En este capitulo se presentan y analizan los resultados adquiridos en las pruebas
de simulacién realizadas con el software Matlab/Simulink, para el sistema del Acrobot
sobre un carro en lazo cerrado, el controlador por MD de primer orden como para el
algoritmo de control por ST. Se presentan también, los parametros fisicos del sistema,
asi como las ganancias utilizadas en los controladores a para cada caso. Finalmente, se
discuten los resultados obtenidos en este trabajo.

5.1. Simulacion del sistema Acrobot sobre un carro sin
accion de control

Se realizé laa simulacién del sistema Acrobot sobre un carro para entrada libre, sin
control ni aceleracion, y para el sistema bajo aceleracién constante, con la finalidad
de observar la dindmica del sistema previo la simulacién de las leyeds de control pro-
puestas. El programa de simulacion es presentado en Matlab-Simulink se presenta en
Fig.5.1, y fue realizado en el ambiente de programacién Matlab/Simulink, las constan-
tes fisicas del sistema Acrobot sobre un carro se presentan en la tabla (5.1). En Fig.5.2,
Fig.5.3, Fig.5.4, Fig.5.5; se analiza la respuesta de los estados de posicién angular de
los eslabones 1 y 2, con condiciones iniciales,

(1(0),25(0), 25(0), 24(0)) = (5,0,0.0)
y7

(21(0), 22(0), 23(0), 24(0)) = (~,0.0,0)

para dos casos, uno sin entradas de control ni aceleraciones inducidas por el carro, y
otro caso para el acrobot bajo aceleraciéon constante. Para éste dltimo, se aplicé una
aceleracién constante para inducir un efecto no inercial sobre el acrobot, esta aceleracién
tiene una magnitud de 0.5m/s? y es constante durante todo el tiempo de simulacién.
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5. SIMULACION Y RESULTADOS

Tabla 5.1: Constantes fisicas del sistema Acrobot sobre un carro.

Parametro | Valor numérico | Parémetro | Valor numérico
mi 0.265kg w 0.5m/s?
mo 0.265kg g 9.8m/s?
L 0.206m ley 0.103m
Lo 0.206m leo 0.103m

.......

=] M\ (g)
inverse Matrix

Figura 5.1: Diagrama de bloques Acrobot sobre un carro sin control.

Las respuestas de los estados x1 y x3, que corresponden a las posiciones angulares
de los eslabones 1 y 2 bajo entrada libre del acrobot se presentan en la Fig.5.2. En
Fig.5.2(a) y Fig.5.2(b) sistema exhibe un comportamiento inestable, esto se entiende
fisicamente ya que los eslabones del acrobot tras ser colocados en su posicion inicial
(invertida), y al ser esta un posicién inestable debido a la accién de la gravedad g, se
ven forzados a caer; esto provoca una dindmica que ante la auscencia de fricciéon o de
una accion de control, tiende a la inestabilidad. Cabe mencionar, que los eslabones del
acrobot permanecen estables por un breve périodo de tiempo de aproximadamente 2.5
segundos antes de caer por efecto gravitacional.
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5.1 Simulacién del sistema Acrobot sobre un carro sin accién de control

150 40
100 20
E El
s 50 = 0
— N
x x
0 -20
-50 -40
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
time(sec) time(sec)
- o - _
(a) Posicién angular 1 con x1(0) = 5 . (b) Posicién angular 2 con z2(0) =0 .

Figura 5.2: Respuesta de estados de posicién del acrobot con entrada libre.

Se hace la misma simulaciéon pero ahora incluyendo el efecto de una aceleracién
horizontal constante (ver Fig. 5.3). Los estados 1 y x2 en las Fig.5.3(a) y Fig.5.3(b)
muestran que el sistema sigue siendo inestable como era de esperarse. En este caso el
efecto de la aceleracién horizontal w puede notarse en el hecho de que a diferencia de
la simulacién anterior, se puede apreciar que ya no permanece estable al principio sino
que directamente los eslabones del acrobot caen y comienzan a girar.

80 T T T T 150
60 100
E E
£ 40 = 50
— N
x x
20 ] 0
0 -50
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
time(sec) time(sec)
. o . _
(a) Posicién angular 1 con 1(0) = 5 . (b) Posicién angular 2 con z2(0) =0 .

Figura 5.3: Respuesta de estados posicion del acrobot bajo aceleracién constante.

En las gréaficas presentadas en la Fig.5.4, se muestra la simulacién para las condi-
ciones iniciales x1(0) = —%, x2(0) = 0 que corresponde a la posicién hacia abajo con
respecto del plano de movimiento mostrado en Fig.4.1. En estas graficas se puede apre-
ciar que la posicién angular de los eslabones 1 y 2, expuestas en las Fig. 5.4(a) y 5.4(b),
respectivamente; se encuentran estables. Este comportamiento se esperaba dado que el

acrobot no puede desarrollar ningin trabajo en esa postura sin alguna fuerza externa.
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5. SIMULACION Y RESULTADOS

0 1

-0.5 05
E E

s A = 0
-~ N
x x

15 0.5

-2 1

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
time(sec) time(sec)
(a) Posicién angular 21 con x1(0) = =+ . (b) Posicién angular 2 con z2(0) =0 .

Figura 5.4: Respuesta de estados de posicion del acrobot con entrada libre.

Para las mismas condiciones iniciales de la simulacién anterior, se presenta el acro-
bot bajo una aceleracién constante w transmitida por fisicamente por el movimiento
del carro. A diferencia con la respuesta obtenida en la Fig.5.3 que muestra grandes
oscilaciones, se puede observar en las Fig.5.5(a) y Fig.5.5(b), que la introduccion de la
acelaracion produce una pequena oscilacién en los eslabones del acrobot. Dicha oscila-
cién permanece constante al ser la aceleracién sobre el sistema también constante.

0 1
-0.5 0.5
E E
£ A = 0
— N
x x
1.5 -0.5
WWWWWWMWWWWWWWWWWWAWMWA
-2 -1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
time(sec) time(sec)
(a) Posicién angular z; con x1(0) = =+ . (b) Posicién angular 2 con z2(0) =0 .

Figura 5.5: Respuesta de estados posiciéon del acrobot bajo aceleracién constante.

5.2. Simulacién del sistema Acrobot sobre un carro con

Control por Modos Deslizantes

Se llevé a cabo una simulacién para el sistema Acrobot sobre un carro para probar
el rendimiento del controlador basado en MD. El modelo numérico Matlab-Simulink se
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5.2 Simulacién del sistema Acrobot sobre un carro con Control por Modos Deslizantes

presenta en la Fig.5.6, los pardmetros fisicos del sistema (4.4) y la ganancia propuesta
K en (4.14) para la ley de control (4.15), utilizada en la simulacién numérica se muestra
en la Tabla 5.2. Las condiciones iniciales se eligen en el punto de equilibrio inestable
(invertido) del acrobot,

(1(0),22(0), 25(0). 24(0)) = (5,0,0.0)

el objetivo del controlador es devolver los estados del acrobot a la misma posicion que
tiene como condicién inicial. Adicionalmente, se aplicé una aceleracién constante sobre
el carro para inducir un efecto no inercial sobre el sistema, esta aceleracién tiene una
magnitud de 0.5m/s? y es constante durante todo el tiempo de simulacién.

4

fen

Clq. 0)g

len

© ﬂﬂ-fw-m—sm.
w/

G(q)

rF‘ 4 i ‘ x (.i -J '_I ql-lll >

fen s | s

| |
o Intageniar Integrater!
Q
Mq)

(1)

4

fen

Stiding Modes Control

Figura 5.6: Matlab-Simulink model.
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5. SIMULACION Y RESULTADOS

Tabla 5.2: Pardmetros del modelo - CMD.

Parémetro | Valor numérico | Parametro | Valor numérico
mi 0.265kg cl 1
mo 0.265kg co 1
Ly 0.206m g 9.8m/s?
Lo 0.206m w 0.5m/ s>
lea 0.103m K 0.939
leo 0.103m

Los resultados de la simulacién para la estabilizaciéon por MD del estado de posicién
angular del eslabon 1 del acrobot se presenta en la Fig.5.7. En la Fig.5.7(a) se muestra

us

que el estado respectivo z; del eslabén 1, comienza desde la condicién inicial § y luego
3T

se estabiliza muy cerca de 4.7124 radianes o 5 radianes lo que significa, fisicamente, que
el primer eslabdn realiza algunos giros completos y oscilaciones antes de estabilizarse en
posicién vertical, que corresponde a la misma postura que en las condiciones iniciales.
En la Fig. 5.7(b) se muestra el error de posicién angular del estado z;. Este error
corresponde a la diferencia entre el valor actual del estado x1 y el valor deseado x41 =
37”. Este error queda definido como: e; := 1 — x4;. Tanto la respuesta para x; como
para e, muestran que la posicién del eslabén 1 converge en tiempo finito. Ademas,
dado que el sistema se ve afectado por efectos no inerciales inducidos por la aceleracién

del carro, el CMD exhibe cierto grado de robustez.

8 4
6 2
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Figura 5.7: Respuesta estado x1 y error de estado e; con Modos Deslizantes.
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5.2 Simulacién del sistema Acrobot sobre un carro con Control por Modos Deslizantes

Para el estado x9, los resultados de estabilizacion por modos deslizantes se muestran
en la Fig.5.8. La condicidn inicial de x3 se establecié en x2(0) = 0 radianes. La respuesta
de este estado en la Fig.5.8(a) muestra que, fisicamente el segundo eslabén realiza
algunos giros antes de estabilizarse muy cerca de 0 radianes. En las Fig. 5.7(b), se
muestra el error de posicién angular del estado z2. Este error corresponde a la diferencia
entre el valor actual de xo y el valor deseado x49 = 0, queda definido como: ey =
T9 — Xg9. Los resultados en 5.8 muestran que el controlador por MD forza a la posicién
angular del eslabén 2, a converger en tiempo finito y rechaza los efectos inerciales
inducidos por la aceleracién w.
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(a) Posicién angular del segundo eslabén- (b) Error de posicién angular del segundo

CMD. eslabén-CMD.

Figura 5.8: Respuesta estado z1 y error de estado e; con Modos Deslizantes.

La Fig.5.9 muestran la respuesta de los estados que corresponden a las velocidades
angulares del Acrobot. El estado x3 en Fig.5.9(a) y el estado x4 en Fig.5.9(b) alcanzan
la estabilidad en tiempo finito, volviendose casi 0 rad/s conforme el controlador por
MD estabiliza la postura del acrobot.

59



5. SIMULACION Y RESULTADOS
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Figura 5.9: Respuesta estado x3 y estado x4 con Modos Deslizantes.

5.3. Simulacion del sistem Acrobot sobre un carro con
Contorl por SuperTorsion

Se realizé una simulaciéon para el sistema Acrobot para probar el rendimiento del
controlador de StuperTorsién. El modelo numérico Matlab-Simulink se presenta en la
Fig.5.10, los pardmetros fisicos en las ecuaciones del sistema (4.5) y las ganancias a
y b en la ecuacién (4.11), que se calcularon a través del software Matlab/Simulink, se
usaron en la simulacion, se muestra en la Tabla 5.3. Las condiciones iniciales, y se eligen
en el punto de equilibrio inestable del acrobot,

(1(0),5(0), 25(0), 24(0)) = (5,0.0,0)

, donde el objetivo del controlador es llevar los estados del acrobot al mismo punto
correspondiente a la posicién vertical del eslabén 1 en § radianes y a la posicién vertical
del eslabon 2 a 0 radianes, de acuerdo con el marco de referencia establecido en la Fig.
4.1. Adicionalmente, se aplicé una aceleracién constante en el carro para inducir un
efecto no inercial en el sistema, la aceleracién tiene una magnitud de 0.5m/s? y es
constante durante todo el tiempo de simulacién.
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5.3 Simulacién del sistem Acrobot sobre un carro con Contorl por StiperTorsién
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Figura 5.10: Programa en bloques del control por StuperTorsién en Matlab/simulink.

Tabla 5.3: Parametros de modelo - SuperTwisting.

Parameter Numerical value Parameter Numerical value
mi 0.265kg c1 1
ma 0.265kg co 1
Ly 0.206m g 9.8m/s?
Loy 0.206m W 0.5m,/s?
lea 0.103m a 1.5739
lea 0.103m b 1.2111
L. | 23428 x 107%kgm? | Lo, | 2.3428 x 107 %kgm?

Los resultados de simulacién para los estados de posicién angular de los eslabones del
acrobot se presentan en las Fig. 5.11 y Fig. 5.12. El controlador de ST estabiliza ambos
estados x1 y zo. En la Fig. 5.11(a) se muestra que el estado respectivo 1 del eslaboén 1,
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5. SIMULACION Y RESULTADOS

comienza desde la condicién inicial § y luego se estabiliza muy cerca de 4.7124 radianes
0 37” radianes lo que significa, fisicamente, que el primer eslabén realiza algunos giros
completos y oscilaciones antes de estabilizarse en posicién vertical invertida. En la Fig.
5.7(b) se muestra el error de posicion angular del estado ;. Este error corresponde a
la diferencia entre el valor actual del estado z1 y el valor deseado x4 = 37“ En la Fig.
5.12(a), se muestra la posicién angular del eslabén 2 correspondiente al estado 3. Su
la condicién inicial del eslabén 2 se establecié en 0 radianes de acuerdo al diagrama
mostrado en Fig.4.1. La respuesta de x5 muestra que, fisicamente el segundo eslabén
realiza giros y oscilaciones pronunciados antes de estabilizarse en una posicién muy
cercana a 0 radianes (ver Fig.5.12(a)). En las Fig. 5.7(b), se muestra el error de posicién
angular del estado x9. Este error corresponde a la diferencia entre el valor actual de x5 y
el valor deseado x4 = 0. Los resultados para ambos estados muestran que el controlador
por ST consigue estabilizar la postura del acrobot en la forma invertida en tiempo finito.
Ademas, debido que el sistema se ve afectado por efectos no inerciales inducidos por
la aceleracion w, el controlador ST exhibe también, cierto grado de robustez. Tanto el
desempernio del controlador por MD, mostrado anteriormente, como el control po ST
consiguen una respuesta de estabilizacién y rechazo a el efecto no inercial muy similar.
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Figura 5.11: Respuesta estado x; y error de estado e; con SuperTorsion.
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Figura 5.12: Respuesta estado xo y error de estado es con SuperTorsion.

La Fig. 5.13 muestra la respuesta de los estados x3 y x4 que corresponden a las
velocidades angulares del acrobot. Tanto en la Fig.5.13(a) con en la Fig.5.13(b) se
observa que ambos estados alcanzan la estabilidad conforme el controloador por ST
estabiliza las posiciones angulares del acrobot, llevando por la tanto a las velocidades
x3y x4 muy cerca de 0 rad/s.
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Figura 5.13: Respuesta estado x3 y estado x4 con StperTorsién.
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5. SIMULACION Y RESULTADOS

Conclusion

En esta seccién se propuso un enfoque matematico basado en una metodologia
clasica de ecuaciones de Lagrange para describir un Péndulo tipo Acrobot sobre un
carro en un marco de referencia no inercial. Ademads, se diseniaron dos controladores
basados en MD y ST para estabilizar las posiciones angulares de este sistema. Las
estrategias lograron la estabilizacién de la postura del acrobot en su posicién invertida, y
mostraron gran robustez para rechazar los efectos indeseados no inerciales. Finalmente,
los resultados mostraron que el sistema podia alcanzar la estabilidad en tiempo finito
para ambos casos, exhibiento una respuesta en estado transitorio y estable, muy similar.

64



Trabajo futuro

El Acrobot sobre un carro es un mecanismo que resulta muy interesante para la
aplicacién de técnicas de control robusto. En este sentido, la aplicacién de un metodo de
control basado en Modos Deslizantes adaptativo representa una propuesta prometedora
para mejorar la suavidad con la que el controlador alcanza la estabilidad de este sistema.
A su vez, quedaria pendiente la implementacién en tiempo real en un prototipo del
sistema Acrobot sobre un carro, de los controladores estudiados en esta tesis, para
observar el funcionamiento de estos con la planta real.
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Conclusion

En el desarrollo de esta tesis se dio a conocer la importancia de los sistemas tipo
péndulo en el disefio de estrategias de control, esto debido a su intrinseco comporta-
miento fisico no lineal, y al reto que supone el la elaboracién de una ley de control que
efectie una tarea, y que a su vez tome en cuenta perturbaciones, incertidumbres del
modelo, y efectos no inerciales. También, se presento las descripcién fisica y matematica
de algunas configuraciones de mecanismos tipo péndulo, tales como pendubot, acrobot,
y péndulo sobre un carro. Estos sistemas, se suelen tomar como sistemas inerciales o
anclados, y para el caso de los péndulos montados sobre una plataforma mévil, ésta
ultima suele tomarse como parte del sistema en el sentido de que la accién de con-
trol para estabilizacién de su conjunto, suele aplicarse sobre este eslabén mecéanico. La
propuesta del mecanismo presentado en este trabajo tomé al robot acrobot como un
sistema no inercial, por lo que es afectado por una aceleracién externa (inducida por
una plataforma mdévil) y es sobre una de las articulaciones de este mecanismo donde
se aplico la accién de control. Por otra parte, se presentaron los fundamentos tedricos
para el modelado matématico de las ecuaciones que describen la dindmica de sistemas
mecanicos no inerciales, esto las propiesdades del CI de un cuerpo rigido, la interpreta-
cién matematica de las leyes de Newton respecto de un sistema de referencia mecénico
no inercial, el teorema de steiner, el teorema de Konig para la ecuacién de energia, y
clasico metodo de las ecuaciones de Lagrange. Asi mismo, se presentaron los fundamen-
tos tedricos de sistemas con modos deslizantes, en su sentido matematico y fisico. Se
introdujo el concepto de estabilidad de Lyapunov, y tipos de estabilidad con la finalidad
de asegurar que los controladores que se propusieron estabilizaran el sistema mecanico
propuesto. Con los fundamentos anteriores, se presenté el modelo matemético del sis-
tema Acrobot sobre un carro en un sistema no inercial, y se propusieron dos leyes de
control, una basada en MD y otra basada en ST para realizar la tarea de estabilizacién
de postura invertida, y el rechazo de los afectos no inerciales inducidos al acelerarce el
sistema acrobot. Los resultados del de simular el modelo matemético del Acrbot sobre
un carro en lazo cerrado con las leyes de control propuestas, mostraron que éstas son
capaces de estabilizar la postura del mecanismo, y de rechazar los efectos no inerciales,
e incertidumbres acotados; todo esto en tiempo finito. .
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Anexo

Resultados obtenidos

= Se publicé un articulo a 2018 15th International Conference on Electrical En-
gineering, Computing Science and Automatic Control (CCE 2018) con el titulo
Robust Control for Stabilization of Non-Inertial System: Pendulum-

Acrobot, autores: Daniel 1. Arevalo y Hussain Alazki, CINVESTAYV, Ciudad de
México.

= Se envié un articulo a ISA TRANSACTIONS: The Journal of Automation, con el
titulo Pendulum-Acrobot Stabilization In a Non-Inertial System: using
a Sliding Modes Control, autores: Daniel I. Arevalo, Hussain Alazki y Ale-
xander S. Poznyak. Actualmente estd en proceso de revision.
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Robust Control for Stabilization of Non-Inertial
System: Pendulum-Acrobot

Daniel 1. Arevalo
Mechatronics department,
Engineering Faculty,
Universidad Auténoma del Carmen,
Ciudad del Carmen, Campeche, Mexico
E-mail: daniel93arevalo@gmail.com

Abstract—In this work, a robust control strategy is proposed
to achieve attitude stabilization of an non-inertial Pendulum-
Acrobot system. Modeling of this system will be presented
through the classical Euler-Lagrange method and a robust
controller design based on the Super-Twisting algorithm in
order to stabilize the acrobot position under a non-inertial
framework. Finally, the implementation of the proposed control
design scheme is carried out by numerical simulation.

Index Terms—Pendulum-Acrobot, Non-Inertial System, Ro-
bust Control.

I. INTRODUCTION

The inverted pendulum is a classical non-linear system,
studied in control and robotics research, due to its well-
known natural unstable response. This mechanism presents
many variants that add complexity to its physical behavior, and
therefore offer a great challenge for applying control strategies.
The physical response of these systems, when coupled to non-
inertial frameworks [1, 2], is affected by dynamics that would
not be present in a fixed reference system. These non-inertial
effects include reaction forces and relative motions which
can potentially alter the performance of an overall system, in
such way that these effects must be taken into account when
designing a control strategy.

Among pendulum-like mechanisms, a variant that have been
widely studied in control system research is The Cart-Pole
system; it is constituted by a simple inverted pendulum that
rotates freely while mounted on an actuated cart [3]. A similar
system, is the Translational Oscillator Rotational Actuator
(TORA); this mechanical system consists of a damped os-
cillating platform with a rotating eccentric mass attached to it
[4]. Some other challenging pendulum systems are the double
pendulum variants, these include, The Pendubot, The Acrobot,
and Double Pendulum mounted on a cart. These systems are
planar rotational mechanisms; the first one resembles of a
human arm since the input torque comes from its first joint
or shoulder while the second joint or elbow rotates freely
[5]; and the second one is similar to a human gymnastic on
parallel bars, given that the input torque is provided by the
second joint or waist while the first joint (toehold) rotates
freely[6]. The double pendulum on a cart, on the other hand,
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Mechatronics department,
Engineering Faculty,
Universidad Autonoma del Carmen,
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consists of a non-actuated two-link mechanism attached to an
actuated mobile platform [7]. All of these mechanical systems
can be studied from a non-inertial framework [1, 2, 8], since
a particular mobile component(cart or link) can be taken as an
accelerated framework (non-inertial), and thus its effects can
be modeled.

Typically, some of the control methods applied to the afore-
mentioned systems are focused on achieving swing-up and
balancing task; however, modeling uncertainties, disturbances,
and non-inertial effects should also be taken into account
since they can cause certain control systems to fail. For
this reason, a robust control approach is more suitable when
dealing with such undesired effects. Whithin this classification
of robust control, the Sliding Modes Control (SMC) is found.
This strategy offers useful features such as insensitivity to
parasytic dynamics, external/internal bounded disturbances ,
high accuracy, reduced-order dynamics of the compensated
system, and Finite-time convergence [9]. Some research works
on Sliding Modes Control have exploited these particular
features in order to develop control strategies for pendulum-
like systems. For example, a backstepping SMC strategy was
presented in [10] for the swing up and stabilization of a Cart-
Pole system which also dealt with added disturbances rejection
and reduction of chattering. A case for the TORA system is
presented in [11], where a controller based on SMC for global
stabilization is proposed. Besides, a robust control for double
pendulums system is proposed in [12] for reference tracking
sliding mode regulator and the one proposed in [13] where
they presented a double pendulum crane system; which is a
double pendulum on a cart with no actuators at the joints
and not inverted. The control tasks this in the latter system
are swing-up and balancing of a payload. Despite the SMC
features, chattering oscilations remains a problem for SMC
implementation; nevertheless this can be reduced by a Twisting
or Super-Twisting SMC approach.

In the described systems, the non-inertial effects are induced
by mobile components that accelerate the whole systems, such
as sliding platforms or carts, and swinging links. Moreover,
the control input is applied on this mobile platform; for
example, in the Cart-Pole and Double Pendulum on a Cart
systems, the carts perform the control action. In this sense,
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Abstract

This paper deals with mathematical modeling of the nonlinear system of an
acrobot on a cart. Here we apply the Sliding Mode Approach which turns
out to be very effective in the considered situation when we don’t know ex-
actly some functions, participating in the right-hand side of the obtained
mechanical model. In this case, any other approaches are practically unim-
plementable. The suggested control strategy, based on this approach, is
intended to attitude stability under uncertainties of the acrobot’s angular
positions while displacing on a car. Finally, the effective implementation of
the proposed control scheme is illustrated by numerical simulation.

Keywords:
Nonlinear System, Non-inertial System, Sliding Modes.

1. Introduction

One of the most studied nonlinear underactuated systems in robotics and
automatic control is the inverted pendulum. This mechanism is a classic
case of intrinsic unstable response and has been used to test a wide variety
of control strategies. The inverted pendulums offer many pendulum-like con-
figurations that present a big challenge when performing a particular control
task. In this sense, interesting effects are added to pedulum systems when
placed on non-inertial frameworks. These non-inertial effects are generated
when physical systems are coupled to accelerated frameworks. Whence, re-
action forces appear while in fixed-framework systems are not present.
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