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Resumen

El péndulo Acrobot sobre un carro es un mecanismo que consiste en dos eslabones
unidos mediante un actuador, el cual recibe su nombre debido a que su compor-
tamiento asemeja a un acrobata de barras paralelas, el cual exhibe una dinamica
interesante para el desarrollo de estrategias de control.

El objetivo de este trabajo es disenar una estrategia adaptable usando la Segunda
ley de Control Adaptable por Modos Deslizantes (ASMC, por sus siglas inglés)
que permite obtener una ganancia dinamica con respecto a efectos no deseados
para alcanzar la postura de estabilizacion del Acrobot sobre un carro en un marco
referencial no inercial con una aceleracién externa incluida por el carro, utilizando el
modelo matematico del sistema a través del método clasico de Euler-Lagrange. La
validacién del algoritmo de control se realiza mediante dos simulaciones numéricas
en la plataforma MATLAB®)/Simulink, la primera entre el ASMC-Primera Ley y
un control PID, y la segunda, el ASMC-Segunda Ley contra un Control por Modos
Deslizantes, en ambos casos asegurando su efectividad frente a otro control.
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Abstract

The Acrobot pendulum on a car is a mechanism that consists of two links joined by
an actuator, which receives its name because its behavior resembles an acrobat of
parallel bars, which exhibits an interesting dynamic for the development of strate-
gies of control.

The aim in this work, is to design an adaptive strategy using the Second Adaptive
Sliding Mode Control Law (ASMC, for its acronym in english) that allows us to
get an adequate dynamical gain with respect to undesired effects to achieve atti-
tude stabilization of the Acrobot on a cart in an non-inertial framework, with an
external acceleration induced by the cart, using the mathematical modeling through
the classical method of Euler-Lagrange equations. Algorithm validation is done by
numerical simulation, in the platform MATLAB®)/Simulink, the first one between
an ASMC-1st Law and a Control PID, and the second one, the ASMC-2nd Law
against a Sliding Modes Control, in both ensuring its effectiveness against another
control.
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Capitulo 1

Introduccion

Los péndulos son sistemas mecénicos ampliamente estudiados en las areas de
robotica y teoria de control, principalmente porque la mayoria de los mecanismos
con muiltiples eslabones o robots manipuladores pueden verse como diversas configu-
raciones de péndulos acoplados. Por este motivo, el estudio de esta clase de sistemas
se orienta al diseno de técnicas de control que a partir de su dindamica, puedan
realizar una tarea de control de manera eficiente. Uno de los sistemas de péndulo
mas usado y estudiado en teoria de control, desde los anos cincuenta, es el péndulo
invertido, el cual se utiliza para probar técnicas de control lineal y no lineal para la
estabilizacién de sistemas inestables. Este mecanismo, en su configuracion invertida,
puede presentarse como un péndulo simple o como un péndulo montado sobre un
carro, y consiste en una barra unida a un pivote fijo o a un pivote mévil, respectiva-
mente. La experimentacion con péndulos se debe principalmente a las caracteristicas
no-lineales que exhibe su comportamiento, ademas, el péndulo puede presentarse en
diversas configuraciones.

A su vez, el péndulo doble puede ser presentarse en dos configuraciones; como
Pendubot o como Acrobot. El Acrobot es un brazo robdtico planar de dos uniones
de revoluta, con un actuador en el codo, pero sin actuador en el hombro, el cual
recibe su nombre debido a que asemeja a un acrébata de barras paralelas, obtenien-
do el impulso para columpiarse de su cadera. El estudio de este tipo de sistemas
(péndulos dobles), es muy importante en el area de robética debido a su similitud
con extremidades como los brazos y las piernas humanas, y que tienen aplicacion
tanto en robots caminantes como en brazos manipuladores.

De modo que, al ser un péndulo acoplado, exhibe una dinamica interesante para
el desarrollo de estrategias de control. Por lo que, en este sentido, durante la formu-
lacién matematica de dichas estrategias, no solo se debe tomar en cuenta la dinamica
propia del sistema, sino también perturbaciones externas, inexactitudes matematicas
o efectos inerciales. Este tiltimo efecto ocurre cuando un sistema fisico no est4 fijo a
una base o superficie, o la superficie en la que esta montado es movil, por lo que su
marco de referencia esta acelerado; en tal caso se le conoce como marco de referencia
no inercial. Estos efectos se representan como reacciones al movimiento no inercial
que experimenta un sistema fisico y puede llegar a causar inestabilidad al punto de
provocar que un algoritmo de control falle o incluso que una entrada de control se
vea afectada. Un drea de control que presenta una posible alternativa para lidiar
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con dinamicas no deseadas en sistemas mecanicos como el Acrobot, es el Control
Robusto, el cual puede llegar a rechazar dindmicas y perturbaciones desconocidas de
un sistema y/o planta. Dentro de esta sub-rama, se encuentra el método de Control
por MD (Modos Deslizantes) y ASMC (Control Adaptable por Modos Deslizantes),
los cuales alteran la dindmica de un sistema no lineal mediante la aplicacién de una
senal de control discontinua que obliga al sistema a “deslizarse” hasta alcanzar algin
punto de estabilidad. Estos métodos ofrecen una gran capacidad para el desarrollo
de algoritmos de control en sistemas no lineales como los péndulos. Asi pues, las
tareas de control més habituales para el Acrobot son el problema de balanceo y de
postura. En la primera tarea se busca hacer columpiar al Acrobot para que alcance
su posicién invertida, mientras que para la tarea de postura, se requiere estabilizar
al Acrobot en un punto de equilibrio inestable. En el presente trabajo se abordara
el estudio del péndulo Acrobot montado sobre un carro en un marco de referencia
no inercial para su estabilizacion en su posicién invertida por medio de la técnica de
control robusta ASMC-Segunda Ley, asi como una comparacion en simulaciéon con
el control PID y otra con el control MD.

1.1. Motivacion

Existen trabajos de investigacién sobre casos de estudio acerca del péndulo Acro-
bot montado sobre un carro, en donde la accion de control es transmitida a través
del carro para estabilizar al péndulo que se encuentra sobre éste, sin embargo, en la
literatura atin no se ha abordado el caso en donde el péndulo se encuentre bajo los
efectos de una dinamica no inercial en un marco de referencia acelerado. Por lo an-
terior, la implementacién de una técnica de control ASMC para este sistema resulta
algo novedoso e interesante, debido a las grandes capacidades de estabilizacion, re-
chazo a perturbaciones desconocidas e insensibilidad ante parametros variables que
caracterizan a este tipo de controladores robustos.

1.2. Objetivos

A continuacién se presentan los objetivos que se pretenden alcanzar a lo largo de
la Tesis.

1.2.1. Objetivo general

Disenar una estrategia de control adaptable por modos deslizantes al sistema
Acrobot invertido sobre un carro para estabilizar su posicién.

1.2.2. Objetivos especificos

Estudiar el modelo del péndulo Acrobot sobre un carro.

Disenar el control adaptable por modos deslizantes.

Estudiar la estabilidad bajo el control adaptable.

Validar la simulacién (Matlab/Simulink®).
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s Comparar el ASMC-Primera Ley contra PID y ASMC-Segunda Ley contra
PID.

s Discusion de Resultados.

1.3. Estado del Arte

El péndulo invertido es un sistema no lineal clasico, estudiado en investigacion de
control y robdtica, debido a su conocida respuesta intrinsecamente inestable. Este
mecanismo presenta muchas variantes que agregan complejidad a su comportamiento
fisico y, por lo tanto, ofrecen un gran desafio para aplicar estrategias de control.
Existen diversas configuraciones como se aprecia en la Tabla 1.1

Tabla 1.1: Configuracion de los péndulos.

Tipo de Péndulos

Péndulo simple Péndulo invertido Péndulo doble
Péndulo Cart-Pole Péndulo esférico Péndulo de Furuta
Péndulo montado sobre un carro Pendubot Acrobot

La respuesta fisica de estos sistemas, cuando se encuentran acoplados a marcos
de referencia no inerciales [1,2], se ve afectada por dindmicas que no estarian pre-
sentes en un sistema de referencia fijo. Estos efectos no inerciales incluyen fuerzas
de reaccion y movimientos relativos que pueden alterar el rendimiento global de un
sistema de control, de tal forma que estos efectos deben tenerse en cuenta al disenar
una estrategia de control.

Entre los muchos mecanismos tipo péndulo, una variante que ha sido ampliamen-
te estudiada en investigacion de sistemas de control es el sistema Carro-Péndulo
(ver Fig.1.1a); esta constituido por un péndulo simple invertido que gira libremente
mientras estd montado sobre un carro actuado [3]. Un sistema similar es el Oscilador
Rotacional-Traslacional Actuado [4] (TORA por sus siglas en inglés; ver Fig.1.1b);
este sistema mecdanico consiste en una plataforma oscilante amortiguada con un re-
sorte, que tiene una masa excéntrica giratoria unida a dicha plataforma.

Algunos otros sistemas tipo péndulo que presentan un gran reto para el diseno de
estrategias de control son las variantes de doble péndulo, estos incluyen, el Pendubot
(ver Fig.1.2a), el Acrobot (ver Fig.1.2b) y el Doble Péndulo montado en un carro
(ver Fig.1.3). Estos sistemas son mecanismos con movimientos planares; el primero
asemeja a un brazo humano, ya que el torque de entrada proviene de su primera
articulaciéon u hombro, mientras que la segunda articulacién o codo gira libremen-
te [5]; v el segundo es similar a un gimnasta humano en barras paralelas, dado que el
par de entrada es proporcionado por la segunda articulacién o cintura, mientras que
la primera articulacién (punto de apoyo) gira libremente, como se muestra en [6].
Por otra parte, el Péndulo Doble en un carro [7], consiste en un mecanismo de dos
eslabones unido a una plataforma movil actuada. Todos estos sistemas mecanicos
se pueden estudiar desde un marco de referencia no inercial [1,2,8], ya que un com-
ponente moévil particular (carro o enlace) se puede tomar como un marco acelerado
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(a) Carro-Péndulo (b) TORA

Figura 1.1: Sistemas tipo péndulo méviles.

(no inercial), y por lo tanto sus efectos pueden modelarse.

(a) Pendubot (b) Acrobot

Figura 1.2: Péndulos dobles.

Tipicamente, algunos de los métodos de control aplicados a los sistemas antes
mencionados se enfocan en lograr las tareas de elevacion o balanceo y estabilizacion
de postura. Sin embargo, también deben tenerse en cuenta las incertidumbres, las
perturbaciones y los efectos no inerciales del modelado, ya que pueden causar la
falla de ciertos sistemas de control. Por esta razén, un enfoque de control robus-
to es mas adecuado cuando se trata de tales efectos no deseados. Dentro de esta
clasificacion se encuentra el Control por Modos Deslizantes (CMD). Esta estrategia
ofrece funciones ttiles, como insensibilidad a la dindmica parasitica, perturbaciones
externas/internas acotadas, gran precision, dindmica de orden reducido del sistema
compensado y convergencia en tiempo finito [9, 10].

Algunos trabajos de investigacion sobre CMD han explotado estas caracteristi-
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Figura 1.3: Péndulo doble sobre un carro.

cas particulares con el fin de desarrollar estrategias de control para sistemas tipo
Péndulo. Por ejemplo, una estrategia de CMD con retro propagacién (backstepping
en inglés) se presenté en [11] para la elevacion y estabilizacién de un sistema Carro-
Péndulo que también lidié con el rechazo de perturbaciones anadidas y la reducciéon
de vibraciones. Por otra parte, el sistema TORA es presentado en [12], donde se
propone un control basado en CMD para estabilizacién global. Ademés en [13], se
propone un control robusto para el sistema de péndulo doble para seguimiento de
trayectorias por MD, asi como en [14] donde presenté un sistema de doble péndulo-
grua; que es un péndulo doble en un carro, sin actuadores en las articulaciones y no
invertido en donde las tareas de control se basan en la reduccién de oscilaciones, asi
como el equilibrio de una carga 1til.

A pesar de las caracteristicas del CMD, el chattering (oscilaciones de alta frecuen-
cia) sigue siendo un problema para su implementacion; sin embargo existen técnicas
para reducirlo. Una de esas formas es el uso de capas acotadas: en este caso, algu-
nos enfoques han propuesto un ajuste adecuado de las ganancias [15]. Una segunda
manera para decrementar el efecto del chattering es el uso de un controlador MD de
orden superior [16-20]. Sin embargo, en ambos casos se requiere el conocimiento de
incertidumbres acotadas y como el objetivo es no requerirlas, otra forma consiste en
usar un Control Adaptable por Modos Deslizantes, asegurando el objetivo mediante
una ganancia de adaptacion.

En los sistemas descritos anteriormente, los efectos no inerciales se introducen por
componentes méviles que aceleran los sistemas de interés, tales como plataformas
o carros deslizantes, o eslabones oscilantes. Ademaés, la entrada de control se aplica
generalmente en dicha plataforma mévil; ejemplo de ello son los sistemas Carro-
Péndulo y Péndulo Doble sobre un carro en donde los carros realizan la accién de
control. En este sentido, el sistema tipo péndulo que se presenta en este trabajo de
tesis consiste en un robot Acrobot montado sobre un carro mévil no actuado. Esto
cambia la ubicacién donde la entrada de control se aplica a la segunda articulacion
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del péndulo y deja que la plataforma no actuada introduzca efectos no inerciales. De
modo que, el Control Adaptable por Modos Deslizantes-Segunda Ley que se propone
para este mecanismo, realiza la tarea de estabilizacién de postura del Acrobot y
rechazo de efectos no inerciales cuando el carro esté en movimiento.

1.4. Problematica

La tarea de estabilizacién de postura en el péndulo invertido es un problema
clasico y ampliamente estudiado en teoria de control. Para el caso particular del
sistema Acrobot sobre un Carro que se propone estudiar, el problema consiste en
estabilizar el Acrobot alrededor de su postura invertida mientras este se balancea
sobre una plataforma moévil o carro, usando inicamente el par proporcionado por un
actuador ubicado en su codo para estabilizarle. Este es un problema especialmente
desafiante, ya que se busca no solo la estabilidad, sino la robustez del sistema ante
efectos no inerciales.

1.5. Contribuciéon

El diseno y la aplicacién de técnicas de control para el péndulo invertido sobre
carro ha sido ampliamente estudiado, sin embargo, en la literatura ain no se presenta
al Acrobot sobre un carro bajo los efectos de una dindmica no inercial en un marco
de referencia acelerado, por lo que la implementacion del ASMC resulta novedoso
gracias a su capacidad de estabilizacién, rechazo de perturbaciones desconocidas,
asi como su capacidad de adaptacién frente a la presencia de parametros variables
caracteristicos de este tipo de control robusto.

1.6. Organizacién de la tesis

El presente trabajo esta dividido en 6 Capitulos, iniciando con una introduccion
sobre el tema. Esta seccién es un pequeno resumen de la estructura que se explicara
a detalle en los Capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 se presentan los fundamentos teéricos del modelado matematico de
sistemas mecanicos tipo péndulo en un marco de referencia no inercial, el desarrollo
de sus ecuaciones de movimiento a través del método clasico de Lagrange, asi como
una breve explicacion sobre algunos sistemas tipo péndulo existentes.

Después, en el Capitulo 3 se presenta el marco teérico de los fundamentos de la
estrategia de control ASMC.

En el Capitulo 4 se desarrolla el método del modelado matematico presentado en el
Capitulo 2, para el sistema mecanico del Acrobot sobre un Carro, y se plantean las
superficies de deslizamiento para MD y ASMC.

Finalmente, en el Capitulo 5, se muestran los resultados obtenidos en la simulacién
del sistema Acrobot sobre un carro con el Control Adaptable por Modos Deslizantes-
Segunda Ley en lazo cerrado, asi como una comparacién entre el Control Adaptable
por Modos Deslizantes-Primera Ley contra PID y el Control Adaptable por Modos
Deslizantes-Segunda Ley contra un CMD.



Capitulo 2

Modelado de sistemas mecanicos

Las ecuaciones dinamicas de un sistema mecanico pueden obtenerse a partir de
las ecuaciones de movimiento de Newton. El inconveniente que presenta este método
es que el andlisis se complica notablemente cuando aumenta el nimero de articu-
laciones del mecanismo. En estos casos, es conveniente emplear las ecuaciones de
movimiento de Lagrange. Ademdas muchas relaciones mecanicas en sistemas fisicos
parten de la suposicion de que dichos sistemas no estan acelerados. Los sistemas
que cumplen con esta condicion son conocidos como sistemas de referencia inercial.
En este capitulo se analiza el modelado de sistemas fisicos por medio del Teorema
Koning, las ecuaciones de Lagrange, y ademas se presenta la descripcion de sistemas
cuyo marco de referencia sufre una aceleracién. Finalmente, se presentan ejemplos
de sistemas mecanicos tipo péndulo.

2.1. Fundamentos para el modelado de sistemas
mecanicos

2.1.1. Leyes de Newton

Supongase un conjunto de puntos materiales méviles ubicados en el espacio. Aho-
ra dotese a tal espacio de un sistema coordenado con origen en algtin punto O. La
estructura obtenida, denotada S, se llama Sistema de puntos inerciales. Para la
particula ¢ € §, m; representa su masa, en tanto que 7; y v; denotan su vector de
posicion y su velocidad,respectivamente, de O. La Figura 2.1 muestra estos aspectos.

Definicién 2.1 Un polo es un punto v en el espacio. Si Ty, es el vector de posicion
de v respecto a O, el vector

—

Tig =T — Ty

se conoce como vector de posicion (ver Figura 2.2)
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Figura 2.1: Un conjunto de puntos materiales referidos a un sistema coordenado.

Figura 2.2: Relacién entre el polo ¢ y el origen O.

Definicién 2.2 Considérese el sistema de puntos materiales S.

1. La cantidad escalar
1
FEc .= Egml < 171,?72 >

donde la operacion < x,x > denota el producto interno de dos vectores. E., recibe
el nombre de energia cinética de un punto material de S.

2. La cantidad vectorial
pi= Z m;U;
€S

se denomina impulso de un punto material de S.
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3. La cantidad vectorial
j = Z[ﬁﬂﬂa mll_};]
€S
donde la operacion [, *] denota el producto vectorial de dos vectores. j, se conoce

como momento de impulso de S respecto al polo 1.

Axioma 2.1 (Primera Ley de Newton) Toda particula material no sujeta a estimu-
lo externo alguno, solo puede moverse con velocidad rectilinea uniforme o permanecer
en reposo.

Axioma 2.2 (Segunda Ley de Newton) Dendtese con f: la fuerza ejercida so-
bre la particula 1 € S y sea
F=>F (2.1)

€S
f=p
Axioma 2.3 (Tercera Ley de Newton) Dados i,j € S dendtese por ﬁj la fuer-
za ejercida sobre i por j. Entonces

Jij = —fi
La cantidad f es la fuerza total sobre el sistema S y puede representarse como
f = _fint + fe:vt

donde ﬁxt es la fuerza ejercida sobre S por agentes externos y
fore =23 fi i#]
(]
es la fuerza neta que resulta de las acciones de las particulas de S.

Lema 2.1 En un sistema de puntos materiales
fint = 6
por lo que a partir de la ecuacion (2.1)
fe:vt = ﬁ

Definicién 2.3 Considerando que la masa de un sistema S de puntos materiales

estda dada por
m = Z m;

€S
el punto CI con vector de posicion
— 1 —
rer = m Z m;r; (2-2)
€S

recibe el nombre de centro de inercia o centro de masa.

Observacion 2.1 De la definicion de centro de masa se obtiene inmediatamente la
expresion de la velocidad de este punto respecto del origen O, de la derivacion de
(2.2) resulta

. 1 L1 Z -
Vor ‘= — E m;r, = — m;v;
m “ m

€S iES



10 CAPITULO 2. MODELADO DE SISTEMAS MECANICOS

2.1.2. Propiedades del Centro Inercial

Lema 2.2 En un sistema de particulas S el centro de masa Tcy es tal que su dindmi-
ca estd dado por

mFCI = .fext

donde m representa la masa total del cuerpo rigido S y f;mt la sumatoria de fuerzas
externas aplicadas en el centro inercial de S.

Teorema 2.1 (Ko6ning) Supdngase dos sistemas de referencia, uno absoluto con
origen O y otro relativo con origen O (Figura 2.3). La energia cinética de un sistema
de particula S se puede calcular como

E.=Ey +E

Crel,0!

+m(v;,,, Vor,or) (2.3)

donde:
Uor es la velocidad absoluta del origen O,
Uoror es la velocidad del centro inercial relativa a O,
E., = %mv?y es la energia cinética de S en el sistema O,
Ecrez,o/ = %Eies mivzo/ es la energia cinética de S relativa a O,
U; o denota la velocidad del punto i € Srelativa a O'.

T =T+t o,
Figura 2.3: Relacion entre el sistema absoluto y el auxiliar.

Prueba 2.1 De la definicion de energia cinética, se tiene que

1
E. = ; m; (T, T;) (2.4)

y ademas considerando que

U; = Uor + Ui or
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se tiene que
E. = 3 icsmil{To, o) + (Uior, Gior) + 2(Tor, Tior)

_ 1,92 1 2 =
= 5%+ 5 D ics MiVior + (Vor, D ics Millor)
Finalmente multiplicando y dividiendo por m

E.=F

cor T Eepp o + MU0, Ver,00)

Colorario 2.1 El teorema de Koéning tiene dos particularidades importantes.

1. Si el origen O' coincide con el centro de inercia del sistema, entonces Vor o =0,
Y

E.=F

Co!

+ E.

rel, O/

2. 51 S es un cuerpo rigido cuyo pivote coincide con O, entonces existe el vector w
relativo a O tal que,

c’rel,O/ - 2

donde Iz := Zies m;d;? se la llama Momento de inercia con respecto al eje de w
y d; es la distancia a dicho eje.

Definicion 2.4 En términos generales, sean S un sistema de puntos y " un eje,
entonces la cantidad

pr/ = Zmzdlz
€S

donde d; denota la distancia dei € S a i)', se llama Momento de inercia de S con
respecto del eje i)' (ver Figura 2.4).

2.1.3. Teorema de Steiner

Teorema 2.2 (Steiner) Considérese el sélido de masa M de la Figura 2.5 (Con
prueba en [21], ver Figura 2.6). Designese por Iy y por loor los momentos de
inercia respecto de los ejes V', que no pasa por el centro de masa, y OO que si
lo hace es paralelo a ' y se halla separado de éste una distancia d. Entre tales
momentos de inercia existe la relacion

Iww/ = IOO’ + md2 (25)

2.1.4. Sistemas no inerciales

Definicién 2.5 Un sistema coordenado que no experimenta aceleracion se llama
Sistema inercial, en caso contrario se denomina Sistema no inercial.
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Figura 2.4: Cuerpo plano rotando en su plano respecto del pivote O.

z=00" d Y’

Figura 2.6: Diagrama de distancias a los ejes OO’ y 1)’ de un punto i € S.
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Segunda Ley de Newton con respecto de un sistema relativo

Se sabe que la aceleracién de un punto de posicién 7, respecto de un sistema
coordenado absoluto puede ser descrita en términos de la aceleracion wep y la velo-
cidad y aceleracion angular @ y € de un sistema coordenado relativo con origen O,
a saber

Tabs = Wer + Wrel + Weor
donde las aceleraciones de traslacién y Coriolis estan definidas como

u_;tr = u_;O + [a 7:’rel] + [w[lﬁ, Frel]]
U_jcor = Q[U_ja ?7rel}

mientras que Ty, Urey ¥ Wre Tepresentan la posicion, la velocidad y la aceleracion
relativas del punto, es decir, respecto del sistema relativo. Ahora bien, se sabe que el
CI (Centro Inercial) de un sistema de puntos S con masa total constante m cumple
la relacion

p= m%CJ,abs
donde 77 qps denota la posicion de CI. Si
Werabs = TCTabs (2.6)
la expresién (2.6) se puede presentar como
5 = MWc7 abs
resultado que, en combinacién con la Segunda Ley de Newton (2.1), lleva a
mu_jCI,abs = fzazt
o bien,
mM(Torr + Tet e + Toteor) = feat (2.7)
de donde se llega a
me[,tr = fTe;xt - mwc’[,rel - meI,cor (28)
Definicién 2.6 Las cantidades
fCI,tr 1= —mWcr g (2.9)
se llama fuerza de traslacion inercial,
fz‘[,cor = _mu_jCI,cor (210)
se llama fuerza de Coriolis inercial.

Las ecuaciones (2.9) y (2.10) permiten obtener una expresion relativa de la ley
(2.1) que describe la dindmica del centro inercial respecto a un sistema de referencia
relativo o acelerado.

meI,rel - f_%xt + (:meI,ir) + (_meI,cor)
mu_jC’I,rel = femt + fC’I,tr + fC’I,cor
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2.2. Ecuaciones dinamicas de Lagrange

La Segunda Ley de Newton y las ecuaciones dinamicas de Euler son formalis-
mos que permiten obtener las ecuaciones de movimiento en sistemas mecanicos, sin
embargo generalmente su aplicacion se complica si la geometria del movimiento no
es simple y/o por la presencia de restricciones a éste. Las ecuaciones de Lagran-
ge resultan una herramienta imprescindible pues incluyen de manera natural las
restricciones cinematicas, ademéas de que se basan en el concepto de coordenadas
generalizadas, las cuales permiten describir la dindmica en términos de las variables
asociadas con los grados de libertad del sistema. Parte fundamental de las ecuacio-
nes de Lagrange son las fuerzas generalizadas, éstas se definen y caracterizan por las
fuerzas que afectan la dindmica de un sistema. En general, los distintos puntos ma-
teriales de los sistemas mecanicos guardan conexiones entre si, llamadas conexiones
o restricciones mecédnicas. Estas son las relaciones que condicionan el movimiento y
se describen por expresiones mateméticas [22].

Un sistema simple es un sistema cuyo Lagrangiano se encuentra en la forma de la
diferencia entre su energia cinética (semidefinida positiva) y su energia potencial [23],
como

£(a,q) = E. - E, = 4" M(aq)d - Ey(q) (2.11)

2
E. es la energia cinética y E,(q) es la energia potencial del sistema debido a la fuerza
de gravedad y/o fuerzas con resortes, q € R™ denota la configuracién del vector de
coordenadas generalizadas, M (q) € R™" es la matriz de inercia del sistema.

Lema 2.3 (Lagrange) Sea S un sistema holonémico de N puntos materiales cuyas
masas no dependen de la velocidad ¢ ni de la posicion q. En tal sistema la dindmica
queda gobernada por la siguiente ecuacion diferencial

doL oL _
dtdg Oq "

i=1,...n (2.12)

donde L es el Lagrangiano de S, 7; recibe el nombre de fuerza generalizada corres-
pondiente a la coordenada q;, y la E, definida como

E,=)_E,, (2.13)
=1

El uso de las ecuaciones de Lagrange para el modelado dindmico de un sistema
mecanico simple, se reduce a cuatro etapas [24]:

1. Calculo de la energia cinética (Ecuaci6(2.3)).
2. Célculo de la energia potencial (Ecuacién (2.13)).
3. Célculo del Lagrangiano (Ecuacién ((2.11)).

4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange (Ecuacién (2.12)).
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Las ecuaciones de movimiento de un sistema mecénico actuado o subactuado suele
tomar la siguiente forma vectorial, una vez desarrolladas las ecuaciones de Lagrange

M(q)g+C(q,q)a+G(q) =U (2.14)

El término C'(q, q)q € R™*™ contiene dos tipos de términos, uno llamado centrifu-
gos y otros Coriolis. Ademés, G(q) € R™*! contiene los términos gravitacionales,
y U € R™! es el vector que contiene las fuerzas generalizadas de entrada para el
sistema mecanico.

2.3. Sistemas Mecanicos Tipo Péndulo

A continuacién se presenta una serie de mecanismos cuya principal caracteristica
es su configuracién tipo Péndulo. Todos estos ejemplos se eligieron debido a la com-
plejidad del diseno de leyes de control, y al hecho de que su respuesta fisica resulta
de gran interés en la investigacién de tareas con control y robética [25-29].

Los siguientes se consideran sistemas subactuados, en otras palabras, sistemas
mecanicos donde hay ausencia de actuadores en alguna de las articulaciones del
mecanismo. También, son definidos como mecanismos que poseen menor cantidad
de entradas de control que grados de libertad, esto puede deberse a fallas técnicas,
o para reducir el costo de diseno.

2.3.1. Péndulo-Carro

El sistema Péndulo-Carro esté representado en la Fig.2.7 [30], del cual se definen
los parametros como:

— ms

P

Figura 2.7: Sistema Péndulo-Carro.

= m; : Masa del péndulo [Kg].
= my : Masa del carro [Kg].

= [ : Distancia del pivote al centro de masa del péndulo [m)].
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g : Aceleracién debido a la gravedad [m/s?].

2 : Distancia del centro de masa del carro desde su posicién inicial [m).

¢ : Angulo del péndulo respecto a la vertical [rad].

» 7 : Fuerza aplicada al carro [IV].
Ecuaciones de movimiento:

(M1 + ma)Ga — male sin(qy) G + myle cos(q1)di = 7
miga cos q1 + myl gy — magsin(g) =0

2.3.2. Doble Péndulo

El doble péndulo (ver Fig.2.8) es un mecanismo planar de dos grados de libertad
formado de la union de dos eslabones. Como se puede observar, la unién entre los
eslabones es de tipo revoluta por lo que pueden girar libremente alrededor de sus
ejes de rotacién [31,32].

my, Iz,zz » Loy lep

=

Figura 2.8: Doble péndulo.

Los pardmetros del doble péndulo son:

» [, : Longitud del eslabén 1 [m).

s L, : Longitud del eslabén 2 [m).

» ;.. : Momento de inercia del eslabén 1 [Kg * m?].
» I, : Momento de inercia del eslabén 2 [Kg * m?].
» my : Masa del eslabén 1 [Kg].

= my : Masa del eslabén 2 [Kg].
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» [ : Distancia del centro de masa del eslabon 1 [m)].
= [ : Distancia del centro de masa del eslabén 2 [m].

g : Fuerza de gravedad [m/s?].

» 71 : Torsion aplicada al eslabon 1 [Nm].
= 75 : Torsién aplicada al eslabon 2 [Nm].
» ¢ : Desplazamiento angular del eslabon 1 [rad).

» ¢y : Desplazamiento angular del eslabén 2 respecto al eslabén 1 [rad).

Ecuaciones de movimiento:

mi1Gy + mizda — ¢G> — 2¢G1Ga + (ha + ha)g = 71
Ma1Gy + Maada + ¢G1° + hag = T

cuyos coeficientes son

1 1
= My = m2L12 -+ §m1L12 + gmgLQQ + 2m2Lllcg COS(QQ)

= Mg = Moy = §m2L22 + mo Lyl cos(ge)

1
" Mag = §m2L22

¢ = moLyle Sin(CI2)

hy = (myla + maLy) cos q

hy = males cos(qr + ¢2)

Este mecanismo tiene dos configuraciones particulares, cuando 7 = 0 se le conoce
como Acrobot, y cuando 7, = 0 se le conoce como Pendubot.

2.3.3. Péndulo doble sobre un carro

El Péndulo doble sobre un carro (ver Fig.2.9) es una extension del péndulo doble al
agregarse una masa extra (carro) cuyo desplazamiento es prismético y cuya entrada
de control es dicha masa o carro [33].

Parametros del doble péndulo sobre un carro:

» [ : Longitud del eslabén 1 [m)].

Ly : Longitud del eslabén 2 [m)].

I .. : Momento de inercia del eslabén 1 [Kg x m?).

I, : Momento de inercia del eslabén 2 [K g x m?).

= m; : Masa del eslabén 1 [Kg].
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my, Iz, Lo, lep

My, 1y 2z Ly, ley

T ( q1
mgy

~ as
T3 }_'
 ——

7

Figura 2.9: Péndulo doble sobre un carro.

= my : Masa del eslabén 2 [Kg].

= m3 : Masa del carro [Kg].

= [ : Distancia del centro de masa del eslabén 1 [m].

» [ : Distancia del centro de masa del eslabén 2 [m].

» ¢ : Fuerza de gravedad [m/s?].

= 71 : Torsién aplicada al eslabon 1 [Nm].

= 75 : Torsién aplicada al eslabén 2 [Nm].

» 73 : Torsi6én aplicada al carro [Nm).

» ¢ : Desplazamiento angular del eslabon 1 [rad).

= ¢y : Desplazamiento angular del eslabén 2 respecto al eslabon 1 [rad).

» g3 : Desplazamiento horizontal del eslabén 2 respecto al eslabén 1 [rad).

Ecuaciones de movimiento:

MGy + Miaga — Mizds — ¢Ga”° — 26G1Ga + (ha + ha)g = 71
Ma1Gy + Maada — Mazds + GGi° + hag = To
—m31Gy — Maada + mazds — (1 + he)G1? — hago® — 2haGiGa = T3

cuyos coeficientes son:
= My = m2L12 + mllcl2 + m2l622 + +Il,zz + [2,zz2m2Lll02 COS(QQ)
" My = Mg = Mol + I .. + maLyles cos(qo)

B 13 = M31 = (mllcl + mng) Siﬂ((h) + maleo sin(q1 + qQ)
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2
n Moy = Male” + 1z,
" Mgy = Mgy = Maleosin(g + ¢2)

] m33:m3+m1+m2

o1 = maoLqle Sin(Q2)

» hy = (Ml + moly) cosq

hay = males cos(q1 + q2)

Conclusion

En este capitulo se estudiaron los fundamentos fisicos de los sistemas mecéanicos,
que incluyen las Leyes de Newton y las propiedades del centro de inercia de un sis-
tema de puntos materiales o cuerpo rigido en movimiento. También, se introdujeron
conceptos importantes para el desarrollo de las ecuaciones de energia de los sistemas
mecanicos, estos son, el teorema de Koning para la energia cinética de un sistema, y
el teorema de Steiner para cuerpos rigidos cuyo eje de rotacién se encuentra alejado
de su centro inercial. A su vez, se defini6 el concepto de sistema fisico no inercial,
y su diferencia con respecto de un sistema inercial fijo. Ademads, se expuso la me-
todologia de las ecuaciones de Lagrange, a través de la cual se pueden obtener las
ecuaciones dinamicas de los sistemas mecanicos. Finalmente, se expusieron algunos
ejemplos de sistemas mecénicos tipo péndulo estudiados en el desarrollo de sistemas
de control y sistemas roboéticos.
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Capitulo 3

Control Adaptable por Modos
Deslizantes

En el analisis de un problema de control para cualquier sistema dindmico, siem-
pre es imperativo tomar en cuenta las discrepancias que presenta una aproximacion
o modelo matematico que describe el comportamiento de un sistema fisico. Estas
discrepancias, se generan por parametros no modelados del sistema real, por per-
turbaciones externas desconocidas, o por alguna dindmica parasita o que no quedd
modelada en la ecuacién dindmica. Por este motivo, disenar una ley de control apro-
piada suele ser un problema complejo. En este sentido, una de las dreas de control
que ofrece soluciones en el diseno de controladores para sistemas de control en la-
zo cerrado, es el control robusto. Este enfoque es capaz de estabilizar sistemas en
presencia de incertidumbres y perturbaciones acotadas. Un enfoque particular de
control robusto es el Control Adaptable por Modos Deslizantes (ASMC), el cual
puede presentarse mediante dos Leyes. En este capitulo se presentan los fundamen-
tos del CMD, y del ASMC, para ambos casos, y se presenta también el desarrollo
de las leyes de control basadas en este método.

3.1. Antecedentes

El desarrollo de los controladores por MD se remotan a los anos 60 en la Union
Soviética con la aparicién del concepto matematico de los “Sistemas de Estructura
Variable” o VSS por sus siglas en inglés. Por lo que pronto, el CMD se volvié el
modo principal de operacién para este tipo de sistemas VSS [9]. Por lo anterior,
las herramientas matematicas desarrolladas para estudiar los sistemas basados en
MD fueron inicialmente orientadas al analisis del comportamiento de sistemas de
control discontinuo. En ese momento, se le dio especial atencién a las numerosas
capacidades que proporciona este tipo de dinamica discontinua, tal como el diseno
de controladores con alta exactitud y propiedades de estabilizacién.

En consecuencia, junto con los ya conocidos controladores lineales, los controla-
dores por MD se implementaron en gran medida en sistemas de control para ge-
neradores de corriente continua, o sistemas discontinuos de alta frecuencia como
conmutadores o transistores [34]. Por lo tanto, debido a su propiedad de reduccién
de orden, baja sensibilidad a perturbaciones y variaciones en el modelo de la planta,
los controladores basados en MD se han convertido en una excelente herramienta
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para controlar sistemas con una dinamica no lineal de alto orden bajo condiciones
de incertidumbre o perturbaciones acotadas presentes en procesos y mecanismos
modernos [35].

De modo que, el CMD es una estrategia de control no lineal para sistemas con
incertidumbres, con un amplio campo de aplicaciones [15,36]. Debido al uso de la
funcion de discontinuidad, sus principales caracteristicas son:

= La robustez del sistema en lazo cerrado, y

= y El tiempo finito de convergencia.

Sin embargo, su diseno requiere el conocimiento de la cota de las incertidumbres,
la cual pueden ser, desde un punto de vista practico, una tarea dificil: ya que la
cota puede ser sobre estimada y como resultado tener ganancias excesivas. Por otra
parte, la principal desventaja del CMD es el bien conocido fendmeno chattering (pa-
ra su andlisis ver [37,38]), el cual podria danar los actuadores e incluso el sistema.
Una primera forma de reducir el chattering es el uso de una superficie acotada: en
este caso, algunas aproximaciones han sido propuestas, como en [15]; otra manera
para decrementar el efecto del chattering es el uso de un control por MD de orden
superior [16-20,39]. Sin embargo, en ambos casos el conocimiento de las capas de
incertidumbre es necesario. Y como el objetivo es no requerir de esas capas, otra
forma consiste en usar un Control Adaptable por Modos Deslizantes. La meta con-
siste en asegurar la dindmica adaptable de la ganancia del controlador para ser lo
mas pequena posible mientras sea lo suficiente robusta para contraatacar las incer-
tidumbres y perturbaciones.

La idea basica de la aproximacién del control adaptable consiste en disenar el sis-
tema que exhiba las mismas propiedades dinamicas en condiciones de incertidumbre
basadas en la utilizacién de la informacion actual. Esto implica modificar la ley de
control utilizada por un controlador que haga frente al hecho de que los parametros
del sistema que se controlan varian lentamente en el tiempo o son inciertos. Incluso,
la ley de control adaptable implica mejorar las caracteristicas de la dindmica mien-
tras las propiedades del controlador de la planta o el entorno estén variando [40,41].
Sin la adaptacion del control original por MD se demuestra robustez con respecto a
los pardmetros que varian y perturbaciones [42]. La eficiencia del control fue probada
para cambiar la posicién o ecuacion de las superficies de discontinuidad sin ninguna
informacion de los parametros de la planta, idea que data de los anos sesenta. La
idea del disenio podria formularse de la siguiente manera: si existe una superficie
deslizante entonces los coeficientes de conmutacién en el plano pueden ir variando
para mejorar la dindmica del sistema.

Sin embargo, las publicaciones antes mencionadas no tomaron en cuenta el princi-
pal obstéaculo de la aplicacion del CMD, el fenémeno chattering, el cual es inherente
en el sistema (ver, por ejemplo [18,37,38]). Este fendmeno es bien conocido en la
literatura [43]; por lo que los esfuerzos de los investigadores fueron orientados a la
aplicacion de los principios de adaptabilidad para reducir el chattering. Desde que
la amplitud del chattering es proporcional a la magnitud de discontinuidad del con-
trol, uno de los posibles métodos adaptables es relatado para reducir la magnitud al
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minimo valor admisible dictado por las condiciones del CMD existente. Entonces,
en [44] la ganancia de control depende de la distancia del estado del sistema a la
superficie de discontinuidad.

El algoritmo del Control Adaptable por Modos Deslizantes permite ajustar dinami-
camente la ganancia del control sin el conocimiento de incertidumbres o perturba-
ciones acotadas. El objetivo de este algoritmo [44], radica en discutir dos nuevas
metodologias para el control de la clase de sistemas no lineales con incertidumbres:

» Primera Ley. La primera es referida a la Adaptacion Sigma del Control por
Modos Deslizantes (Sigma Adaptation of Sliding Modes Control) y trata con
modelos para los cuales las incertidumbres son acotadas, pero estas cotas (las
cuales son finitas) se desconocen; este proceso de adaptaciéon con la magnitud
de la ganancia de control variando determina el momento cuando deben iniciar
las acciones por MD (ver [44,45]).

» Sequnda Ley. La Segunda metodologia esta asociada con la Adaptacion Dindmi-
ca del Control por Modos Deslizantes (Dynamic Adaptation of Sliding Modes)
bajo incertidumbres conocidas donde el proceso de adaptacién es continuo
durante el MD, usando la estimacion actual del correspondiente control equi-
valente (ver [46]).

3.2. Control por Modos Deslizantes

El fenémeno de los modos deslizantes aparece en los sistemas dindamicos descritos
por ecuaciones diferenciales ordinarias con parte derecha discontinua. El ejemplo
tipico de un sistema con modos deslizantes, es un sistema de relé de segundo orden.
La entrada de control se describe como [47],

J+ay+ay=u u=—K *sign(s), s=cr+7,

a, a9, K,ceR son constantes.

K tomard dos valores K o —K y experimenta discontinuidades en la superficie s =
0 en el plano de estados (y,y) (ver Figura 3.1 ). Se desprende del andlisis del plano
de estados que, en la vecindad del segmento 11’ en la superficie de deslizamiento
s = 0, las trayectorias van en direccion opuesta, lo cual lleva a la aparicion de los
modos deslizantes a lo largo de esta superficie. La ecuacién de dicha superficie es

y+cy=0
Se puede interpretar que
= El orden de la ecuacion s es menor que la del sistema original.

= Los modos deslizantes no dependen de la dinamica de la planta, y solo esta
determinada por el pardmetro c.

Los modos deslizantes se volvieron el principio de operacién de las llamadas VSS,
una VS8 consiste en un conjunto de subsistemas continuos con una logica de desliza-
miento propia, como consecuencia, las acciones de control son funciones de estados
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N o
P

Figura 3.2: Plano de estados (y,y) de dos sistemas inestables.

discontinuas, perturbaciones, y entradas de referencia. El sistema tipo relé con es-
tados dependientes de la amplitud de la variable de control ilustra este tipo de
sistemas. El sistema con a; = 0y a < 0 consta de dos estructuras lineales inestables
(u=kxyu= —kx,véase Figura 3.1) con y = 0y s = 0 como lineas de conmutacion.
Como esta claro desde el plano de estado del sistema, el estado alcanza la linea de
conmutacién en s = 0 para cualquier condicién inicial. Entonces, el modo deslizante
ocurre en esta linea (Figura 3.3) con la ecuacién de movimiento §+ cy = 0, mientras
que el vector de estado decae exponencialmente. De forma similar al sistema de relé,
después del inicio del modo deslizante, el movimiento se rige por una ecuacion de
orden reducida que no depende de los parametros de la planta.

-t

4

Figura 3.3: Plano de estados de un VSS.

Considérese el sistema no lineal afin con modos deslizantes,
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ys = f(ta ys) + B(ysa t)ua
o wt(t,ys) si s;,>0 . 193 (3.1)
Ui = w;~(t,ys) si s <0 PE D40

donde y € R™ es un vector de estado, u € R™ es un vector de control u;*(¢,ys),
w;~(t,ys) v Si(ys) son funciones continuas con argumentos, u; " # u;~. El control se
disena como una funcién discontinua del estado tal que cada componente se somete
a discontinuidades en alguna superficie en el espacio de estado del sistema.

Por lo general en (3.1) los modos deslizantes existen en la interseccién de todas
las superficies discontinuas s; = 0, o en el conjunto

s(ys) = sT [s1,...,8,] de dimensiones n —m.

En modo deslizante, la variable s es cercana a cero, mientras que la accion de
control toma un valor finito u,, (un valor promedio, Figura 3.4 ). Por tanto, el
control implementa una ganancia teéricamente infinita, que es la herramienta usada
para rechazar perturbaciones y otras incertidumbres del sistema. A diferencia del
control continuo, los modos deslizantes presentan la propiedad de invarianza en
tiempo finito. Ademaés, dado que las trayectorias en modos deslizantes pertenecen a
una superficie o conjunto de superficies de menor orden que el sistema original, esto
posibilita al disenador simplificar y desacoplar la ley de control. Tanto la reduccién
de orden, como la invarianza son visibles por arriba de sistemas de segundo orden.

Figura 3.4: Implementacién de alta ganancia en modos deslizantes.

3.2.1. Solucién de Filipov

Considere inicialmente el caso cuando el sistema (3.1) tiene una sola entrada, y
se define una superficie en el espacio de estados [10]

S ={ye:s(y) =0} (3.2)
donde S : R" — R
Definicién 3.1 Los modos deslizantes ideales se dice que tienen lugar en el conjunto

(3.2) si los estados y. cambian en el tiempo tal que s(t.) = 0 para un tiempo finito
tr € RT y s(y.) =0,Vt > t,.
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Supongamos que ¥ es un punto de discontinuidad en S'y define f€(y.0) v 5 (yeo)
como los limites de f¢(y.), definidos en [10] como @(t) = f°(x) donde f¢: R x R" —
R"™, cuando el punto . es aproximado desde los lados opuestos de la tangente de S
en Y. La solucién propuesta por Filippov viene dada por

donde 0 < a < 1. El coeficiente a se acoge de tal manera que

fo= A =a)f(ye) + aff (3.4)

sea tangencial a S (ver Figura 3.5).

Figura 3.5: Modos Deslizantes por Filipov.

Observaciéon 3.1 De la discusion anterior, estd claro que la solucion Filippov es
una solucion promedio de dos vectores de velocidad en el punto ys. La ecuacion
(3.3) se puede considerar como una ecuacion diferencial cuyo lado derecho se define
como el conjunto convexro

Frip(ye) = (1 —a) fS + aff : para todo a € (0,1)
por lo tanto
yc € fflip(yc)

Los valores de a que aseguran $(t) se pueden calcular explicitamente a partir
de la ecuacién (3.3). Por simplicidad, supongamos que s(t) = Sy, donde s € R".
Entonces explicitamente

§=S8y.=(1—-a)Sfe +aff

y, para mantener s = 0, « debe satisfacer

(1-a)Sfe+aSf. =0
por consiguiente

5
-~ Sfe —Sfe

«
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por lo tanto
W T
‘ Sfe —Sfs

En este sentido, dado que u(y,.) introduce una discontinuidad (ver Figura 3.6), la
accion de control queda definida como

+ .
w, st s;>0 .
u; =< = . 1=1,2,3,... 3.5
S{u e i (3.5
A
U e
s u
| » |/
—_— Uy

Figura 3.6: Funcién Signo.

El problema de control consiste en desarrollar una ley que force los estados de
un sistema a alcanzar la superficie S, y que genere los modos deslizantes para hacer
converger a s(y.) en un tiempo finito [48].

El diseno de la ley de control de modos deslizantes se puede dividir en dos fases
como se muestra en la Figura 3.7:

1. La fase 1 (fase de alcance) consiste en la construccién de una superficie de des-
lizamiento adecuada para que la distancia de la dinamica del sistema confinado
a la superficie deslizante S produzca un comportamiento deseado.

2. La fase 2 (fase deslizante) implica el disenio de una ley de control discontinuo
que force la trayectoria del sistema a la superficie deslizante y la mantenga
ahi.

u = u;sign(s)

. Valor final

e,
N T, / Yo
z Lm‘-\ #

NSV /¢—— Modode

$ alcanzabilidad
§ IS

" Superficie de
deslizamiento

Modo de —
deslizamiento

Figura 3.7: Modos deslizantes.
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Para mantener el régimen de deslizamiento ideal, la senial de control debe ser
capaz de conmutar con una frecuencia infinita entre valores positivos a negativos,
esto produce un efecto indeseado llamado chattering, asi que las trayectorias osci-
lan alrededor de la superficie de deslizamiento (véase Figura 3.7). La presencia del
chattering puede excitar dindmicas no modeladas, reducir la exactitud del control,
introducir grandes pérdidas por calor en circuitos eléctricos de potencia, aparte de
producir fallas en dispositivos mecanicos. Este efecto puede reducirse, por ejemplo,
aplicando técnicas de MD de segundo orden.

3.2.2. Efecto chattering

Las aplicaciones de CMD pueden experimentar un fenémeno no deseado de osci-
laciones con una frecuencia y amplitud finitas, las cuales son conocidas como chat-
tering. El chattering es un efecto que aparece naturalmente en este tipo de controla-
dores debido su comportamiento discontinuo, y puede ser peligroso porque provoca
baja exactitud en los controladores, amplio juego en partes mecanicas, y grandes
perdidas de calor en circuitos de potencia. Existen dos razones que pueden producir
el chattering [49]:

= El chattering puede presentarse debido a dindmica rapida que fue omitida en
el modelo ideal. Estas dindmicas sin modelar con pequenas constantes de tiem-
po, generalmente no se tienen en cuenta en los modelos de servomecanismos,
sensores y procesamiento de datos.

= La segunda razon, es la implementacion de controladores digitales con mues-
treo finito, que causa oscilacién por discretizaciéon. Tedricamente, un modo
deslizante ideal implica una frecuencia de deslizamiento infinita. Dado que el
control es constante dentro del intervalo de muestreo, la frecuencia de desliza-
miento no puede exceder la frecuencia de muestreo.

3.3. Estabilidad de Lyapunov

La teoria de la estabilidad juega un papel central en ingenieria de control. Existen
diferentes tipos de problemas de estabilidad que surgen en el estudio de sistemas
dindmicos. La estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema suele analizarse
en el sentido de Lyapunov. Un punto de equilibrio es estable si todas las soluciones
que comienzan en puntos cercanos se quedan cerca; de lo contrario, es inestable. Es
asintéticamente estable si todas las soluciones que comienzan en puntos cercanos
no solo permanecen cerca, pero también tienden al punto de equilibrio a medida
que el tiempo se acerca al infinito. Los teoremas de estabilidad de Lyapunov dan
condiciones suficientes para la estabilidad, estabilidad asintdtica, etc. No dicen si
las condiciones dadas también son necesarias. Ademds, el andlisis de estabilidad de
Lyapunov puede mostrar las cotas de la solucién de un sistema [50].

Considere el siguiente sistema dindmico que satisface

z2=f(z,t) z(t)) =20 z€R" (3.6)

Supondremos que f(z,t) satisface las condiciones estandar para la existencia y
unicidad de soluciones. Tales condiciones son, por ejemplo, que f(z,t) es Lipschitz
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continuo con respecto a z, uniformemente en ¢, y por partes continuo en t. Un punto
zx € R™ es un punto de equilibrio de (3.6) si f(z*,t) := 0. De manera intuitiva y
algo cruda, decimos que un punto de equilibrio es localmente estable si todas las
soluciones que comienzan cerca de zx (significa que las condiciones iniciales estan
en la vecindad de z*) permanecen cerca de z* para todo el tiempo t. Se dice que
el punto de equilibrio zx es localmente asintéticamente estable si z* es localmente
estable y, ademas, todas las soluciones que comienzan cerca de z* tienden hacia zx
cuando t — oo. Cambiando el origen del sistema, podemos suponer que el punto de
equilibrio de interés ocurre en zx = 0.

Definicién 3.2 (Estabilidad en el sentido de Lyapunov) El punto de equilibrio zx =
0 en (3.6) es estable en t =ty si para cualquier € > 0 existe §(tg,€) > 0, tal que

|z(t)]| <0 — []z()]| <€, V>t. (3.7)

Definicién 3.3 (Estabilidad asintdtica) Un punto de equilibrio zx = 0 para (5.6)
es asintoticamente estable en t = tg st

1. zx =0 es estable, y
2. zx =0 es localmente atractivo, es decir, existe 0(tg) tal que

l=(to)l] < 6 — lim =0 (3.8)

Como en la definicion anterior la estabilidad asintdtica se define en tg, la estabi-
lidad asintética uniforme requiere:

1. z*x = 0 es uniformemente estable y,

2. zx = 0 es uniformemente localmente atractiva; es decir, existe ¢ independiente
de ty para lo cual se cumple la ecuacién (3.8). Ademds, se requiere q8ue la
convergencia en la ecuacién (3.8) sea uniforme.

3.3.1. Meétodo directo de Lyapunov

El método de Lyapunov permite determinar la estabilidad de un sistema sin
encontrar explicitamente la solucién de la ecuacién diferencial (3.6). El método es
una generalizacion de la idea de que si hay alguna “medida de energia” en un sistema,
entonces podemos estudiar la tasa de cambio de esta energia para determinar su
estabilidad. Sea B una bola de tamanio € alrededor del origen, B = {z € R™ : ||z|| <

€}

Definicién 3.4 (Funcion localmente positiva) Sea V : R" x R, — R. V es local-
mente definida positiva si € >0 y ap : Ry — R,

V(0,t) =0 y V(z,t) > a(||z]]) Vze€B, vt>0

Definicién 3.5 (Funcion definida positiva (fdp)) Sea V : R" x Ry — R una fun-
cion definida positiva si satisface las condiciones de la Definicion 3.4 y, ademds
ap(h) — oo cuando h — oo. Para acotar V' por arriba, se define lo siguiente:
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Definicién 3.6 (Funcion decreciente) Sea V : R™ x Ry — R una funcion decre-
ciente para algun € >0 y para §: R, — R

V(z,t) < ao(||z|]) Vz2€B Vt>0

Usando estas definiciones, el siguiente teorema nos permite determinar la estabi-
lidad para un sistema mediante el estudio de la funciéon de energia apropiada. Este
teorema establece que cuando V' (z,t) es localmente definida positiva y V(z, t) <0,
entonces se concluye que el punto de equilibrio z* es estable. La derivada temporal
de V' se toma a lo largo de las trayectorias de el sistema:

: av. oV

Vv =— 4+ —

i=f(zt) Ot 0z

Teorema 3.1 (Teorema bdsico Lyapunov) Sea V(z,t) una funcion no negativa con
deriva V' a lo largo de las trayectorias del sistema,

1. SiV(z,t) es localmente definida positiva y V (z,t) < 0 localmente en z, y para
todo t entonces el origen del sistema es localmente estable ( en el sentido de
Lyapunov.)

2. SiV(z,t) es localmente definida positiva y decreciente, y V (z,t) < 0 localmente
en z, y para todo t, entonces el origen del sistema es uniformemente localmente
estable (en el sentido de Lyapunov)

3. SiV(z,t) es localmente definida positiva y decreciente, y —V (z,t) es localmente
definida positiva, entonces el origen del sistema es uniformemente localmente
asintoticamente estable.

4. Si V(z,t) es definida positiva y decreciente, y —V (z,t) es definida positiva,
entonces el origen es globalmente uniformemente asintoticamente estable.

Una funcién V (z,t) que cumpla con las condiciones impuestas en el método direc-
to de Lyapunov, se denomina Funcion de Lyapunov. Este método es una herramienta
de andlisis muy poderosa. Sin embargo, presenta dos desventajas. La primera es que
no hay un método sistematico para hallar una funcién de Lyapunov, por lo tanto hay
que proponer una funcion candidata de Lyapunov y probar si la misma cumple con
los requisitos de estabilidad. La segunda es que el teorema solo brinda condiciones
suficientes por lo tanto el hecho de no encontrar una funcién candidata a Lyapunov
que satisfaga las condiciones de estabilidad o de estabilidad asintética no significa
que el origen es inestable o asintéticamente estable.

3.3.2. Descripcion del sistema, principales suposiciones y
restricciones.

Counsidera el sistema no lineal

(3.9)
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donde z(t) € X C R" es el vector de estado y u € R es la entrada de control a
ser disenada.

Se supone que las funciones f(z) y g(z) son funciones suaves e inciertas, y estén
delimitadas para todas las x € X'; ademés, f(x) contiene términos de perturbaciones
no medibles y g(x) # 0 para todo x € X.

El objetivo de control consiste en forzar a la funcién continua o(x, t), llamada varia-
ble deslizante, a 0. Suponiendo que ¢ admite el grado relativo igual a 1 con respecto
a u, uno consigue

oz, t) = (aaémxv t)) P &ng,t) _ 80(83;,t)+

(3.10)

(%)T f(z) + (%)Tg(x)u = U(z,t) + (2, t)u

donde

() = 80(03;;,15) N (8023;, t)) f(x)

Do, 1) i= (%)Tgm

Las funciones W(x,t) y I'(x,t) se suponen acotadas de tal manera que par todo
reXytodot>0

(W (z,t)] < Wp,0 <y <T(x,t) < Uy (3.11)

Se asume que V,;, I',, v ')y existen pero no se conocen. El objetivo para un
disenador es proponer un controlador de superficie deslizante u(o,t) con las mismas
caracteristicas de un CMD clasico, es decir, robusto y con un tiempo de conver-
gencia finito pero sin ninguna informacion de las incertidumbres o perturbaciones
(aparecidas en f(z) y esta dltima es solo conocida para ser acotada). Ademds, el
objetivo permite asegurar la estabilidad global del sistema en lazo cerrado mientras
que la forma cldsica (sin conocimiento de incertidumbres acotadas) sélo asegura su
estabilidad semi-global.

3.3.3. Modos Deslizantes Real e Ideal

A continuacién, las definiciones de modos deslizantes ideal y real son recordadas.

Definicién 3.7 [51] Se dice que un modo deslizante ideal eziste si

lim 6 <0 y lim >0
o—+0 oc——0
En aplicaciones reales, un modo deslizante ideal, como se define en la Definicion

(3.7), no puede establecerse. Entonces, es necesario introducir el concepto de modo
deslizante real.



32 CAPITULO 3. CONTROL ADAPTABLE POR MODOS DESLIZANTES

Definicién 3.8 [16,51] Si, debido a algin pardmetro pequernio positivo p, el estado
de trayectoria satisface
lo(t)] < A(p), lm A(p) =0

n—0

entonces el movimiento es llamado modo deslizante real.

Como esto es comun es la Teoria de Modos Deslizantes [42], consideraremos la
accién de control discontinua u = u(e,t) al tiempo ¢t como

u(o,t) = —K(t)sign(o)

1 si o>0
sign(o) = -1 si 0<0 (3.12)
el-L;1] si 0=0

3.4. Primera ley de Control Adaptable por Mo-
dos Deslizantes

Considere el controlador (3.12) con la ganancia K(t) definida como se muestra a
continuacion:

» Si|o(x(t),t)] > € > 0, entonces K (t) es la solucién de la siguiente ecuacién
diferencial

K(t) = Rilo(a(t). 1) (3.13)
con K; >0y K(0) > 0;

» Si|o(z(t),t)] < e, entonces K(t) se lee como
(3.14)

con Ky = K(t*), K3 > 0y 7 > 0, donde t* es el valor mas grande de ¢ tal que
lo(x(t* —0),t" = 0)| > e, |o(z(t"),t")| <e

Obviamente, este controlador esta basado en el concepto de modo deslizante
real. Suponiendo que

|o((0),0) > €

la ley de control adaptable por modos deslizantes (3.13)-(3.14) trabajan de la
siguiente forma:

» La ganancia K (t) se incrementa a partir de la ley adaptable (3.13) sobre un
valor suficientemente grande para contrarrestar las incertidumbres acotadas
con desconocimiento de cotas en (3.9) hasta que inicie la superficie deslizante.
Denote el instante de tiempo cuando la superficie deslizante inicia por primera
vez como t.
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Cuando la superficie deslizante ha comenzado, es decir,

o (2(t),1)] < €

de t = t;, K(t) se obtiene la ganancia de adaptacién (3.14). Nota que esta
estrategia permite el decremento de la ganancia y asi ajustar con respecto a
las perturbaciones e incertidumbres actuales.

= Sin embargo, si la variacion de incertidumbres y perturbaciones excede el valor
Ky = K(t;), entonces el modo deslizante real no se establece y tendremos que

lo(x(t),t)] > €

» Entonces, la ganancia adaptable se vuelve a resolver de acuerdo con (3.13).
La ganancia K(t) se incrementard hasta que la superficie deslizante ocurra
nuevamente en el instante de tiempo ts.

» Una vez que ocurre el modo deslizante, |o(z(t),t)| < € inicia en t = to, K(t)
ahora sigue la ley de ganancia adaptable (3.14) con Ky = K(t5).

El siguiente teorema confirma la funcionalidad de la Primera Ley de Control
Adaptable por modos deslizantes (3.13)-(3.14).

Teorema 3.2 ( [/4]). Dado que el sistema no lineal con incertidumbre (3.9) con la
variable deslizante o(x(t),t) satisface (3.10), controlado por (3.12),(3.13) y (3.14),
existe un tiempo finito tr tal que un modo deslizante real es establecido para todo
t > tp, es decir, |o(x(t),t)] < € para todo t > tp.

3.5. Segunda Ley de Control Adaptable por Mo-
dos Deslizantes.

La primera ley de Control adaptable por modos deslizantes (3.12), (3.13) y (3.14)
usa el concepto de ”control equivalente” [36]. Esto puede obtenerse por un filtro pasa
bajas, aunque no es facil sintonizar su parametro. El control presentado a continua-
cién no estima las cotas de perturbaciones o incertidumbres. Pero hay un inminente
precio para esto: la nueva estrategia garantiza sélo un modo deslizante real.

Considere el siguiente controlador (3.12)
u(o,t) = —K(t)sign(o(z(t), 1))
donde la ganancia K (t) satisface

. {K\o(m(t),t)\sig%(la(x(t),t)l — ) Z flgzl/j (3.15)

con K >0, e > 0 y un valor positivo suficientemente pequefio para p. El parametro
1 se introduce a fin de obtener sélo valores positivos para K.
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Una vez que el modo deslizante con respecto a o(x(t),t) se establece, la ley de
ganancia adaptable propuesta (3.15) permite a la ganancia K disminuir (cuando
lo(x(t),t)| < €). En otras palabras, la ganancia K se mantendra en el valor mas
pequeno que permita una precisiéon dada de g-estabilizacién. Por supuesto, como se
describe, esta ley adaptable permite obtener una ganancia adecuada con respecto a
la magnitud de perturbaciones e incertidumbres.

Primero, probemos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 3.1 Dado el sistema no lineal con incertidumbres (3.9) con la variable des-
lizante dindmica o(z(t),t) (3.10) controlado por (3.12) y (3.15), la ganancia K(t)
tiene una cota superior, es decir, existe una constante positiva K* tal que K(t) < K*
para todo t > 0.

Prueba 3.1 Supongamos que |o(z(0),0)| > €. De K-dindmica (3.15) y dado que
las funciones ¥ y I' son acotadas, sigue que K se estd incrementando y existe un
tiempo t; (véase Figura 3.8) tal que

K(t) = ‘

Nwen/r o)

K(t)

Figura 3.8: Esquema descriptivo del comportamiento de o (arriba) y K (abajo)
contra el tiempo.

De t = t;, dando K-dindmica (3.15), la ganancia K es lo suficientemente grande
para hacer decrecer la variable de deslizamiento. Entonces, esto significa que, en un
tiempo finito t2 (3.9), |o(x(t),t)| < €. Esto conlleva a que la ganancia K decrezca
de t3, teniendo un valor méximo en t = t5. De K-dindmica (3.15), esto lleva a que
exista un instante de tiempo t3 > t, tal que

K(t;) = ‘
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De t = t3, la ganancia K no es lo suficientemente grande para contrarrestar la
perturbacion e incertidumbre. Esto conlleva a que exista un instante de tiempo
t4 > t3 tal que

|o(2(ta), ta)] > €

El proceso se reinicia desde el principio. Para la ley de adaptacién (3.15), la ganancia
K (tl) permanece uniformemente acotada en t;. En efecto

y, aqui, siempre existe una constante finita K* tal que K* < K**, la cual provee el
resultado deseado.

Teorema 3.3 ( [44]). Dado el sistema no lineal con incertidumbres (3.9) con la
variable de deslizamiento dindmica o(x(t),t) (3.10) controlada por (3.12) y (3.15),
existe un tiempo finito tg tal que un modo deslizante es establecido para todo t > tp,
es decir

lo(z(t),t)| < §

§=4/e+ Ui (3.16)
KT,

Prueba 3.2 La prueba estd basada en la aproximacion de Lyapunov y muestra
que cuando |o(x(t),t)| > € la estrategia de control asequra que |o(z(t),t)| < € en
tiempo finito. Ademds, esta comprobado que tan pronto como o alcanza el dominio
lo(x(t),t)| < €, este se mantiene en el dominio |o(x(t),t)] < & definido por (5.16)
para todo tiempo posterior. De forma que, la prueba muestra que el modo deslizan-
te real es establecido en tiempo finito en el dominio |o(x(t),t)| < §. Considere la
siguiente funcion candidata Lyapunov

para todo t >ty con

12 1 2
== —(K - K* 1
1% 50 +27( )2,y >0 (3.17)

Entonces uno tiene

1
V =0V —ol'Ksign(o) + —(K — K*)|o|sign(|o| —€) <
Y
1 _
lo|Wy — o]l K + ;(K — K"K |o|sign(|o| — €) =

K
o1(Uas = D) + (K = K°) (~Tolol + Slolsign(o] - ))

Por el lema (2.1) siempre eziste K* > 0 tal que K(t) — K* < 0, entonces para
algun B > 0 sigue
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V < —B,lo| — Br|K — K*| — ¢
£:=|K — K*| (Fm|a| + §|0]sign(|0] —€) — 5K>
B, = (DK — Wap) > 0

que resulta para

V<—BVV ¢ (3.18)

donde
B := V2minBy; B/

Caso 1:|o| > €. En este caso es posible obtener & > 0 seleccionando ~y

K

—_ >
Fm+BK6_1 7

que proporciona

K
—Tplo| + 7]a| —Pr >0

para todo o satisfaciendo |o| > €. De (3.18) obtenemos

V<YV —£<—BVV

De tal forma que, la convergencia en tiempo finito hacia |o| < € es garantizada
para cualquier condicion inicial que satisfaga |o(x(0),0)| > €.

Caso 2: |o| < €. En este caso la funcion & en (3.18) puede ser negativa. Esto
significa que V' podria ser de signo indefinido, por lo que no es posible para con-
cluir la estabilidad del sistema en lazo cerrado. Entonces |o| puede incrementarse
sobre €. Tan pronto como |o| empiece a crecer mds que €, regresamos al caso previo
y V comienza a decrecer. Aparentemente, el decrecimiento de V' puede ser alcan-
zado por el incremento de K permitiendo que |o| se incremente antes de empezar
el decrecimiento a |o| < €. Sin perdida de generalidad, estimemos el caso cuando
o(x(0),0) = €t y K(0) > 0: considerando el “peor” caso (con respecto a perturba-
ciones e incertidumbres), se tiene

oc=VYy—KI'),
K = Klo| = Ko

llevando a
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o(2(t),t) = e+ cos (m) + % sin (\/KTmt)

K(t)=¢ Fﬁsin ([_(Fmt) + (K(O) — Iqi—M) coS (I_(Fmt) + Fg

m

Tomando que € — €, para § = maz o(x(t,t)) (la maximizacion es tomada para
todo t dentro del intervalo considerado), obtenemos (3.16). El Teorema es probado.

Por lo que, la convergencia en el dominio |o| < € estd en un tiempo finito pero
podria ser sustraida en un dominio mds grande |o| < 6. Asi el modo deslizante real
existe en el dominio |o| <.

3.5.1. Analisis de Estabilidad para la ley Adaptable

Con el Acrobot presentado en la forma:

(t) = f(t,x(t)) + b(t, x(t))u(t, z(t)) (3.19)

tomando en cuenta que

z(t) € R® , [:RTxR" — R"”
u:RTXR®" - R | b:R™xR" — R"”

por lo que se supone que el control u = u(t, z) esfuerza al modo deslizante en al-
guna superficie s(z) =0 (s € C') y estd en la forma u(s,t) = —K(t)sign(s(z(t),t))
con la ganancia de la ley adaptable (3.15), esto significa que la superficie deslizante
s(x) = 0 es alcanzada en tiempo finito ¢;. Basado en el teorema donde el CMD es
establecido para todo t > ¢y

|s(x(t),t) < 6| con 6=,/e¢+W2/KT, (3.20)

donde ¥ y I' son funciones acotadas para a = 1 — ¢y donde ¢; es un nimero
pequeno positivo. El procedimiento de adaptacién sugerido provee K (t) tendiendo
a la vecindad del minimo valor posible k,,;,, que es

1
. , >
Kt)={71= Okmm(t) St kmin(t) > €
€ St kmin(t) <€ (3.21)
in (1) = — 12020

1+X/ ||z ()] |2 +e

satisfaciendo

|@(t, 2(1))] =
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Conclusion

En éste capitulo se trataron los conceptos fundamentales para entender el fun-
cionamiento de sistemas de control basados en ASMC. La metodologia adaptable es
desarrollada para encontrar la ganancia del CMD proporcionando un valor minimo
de discontinuidad resultando en una minimizacién del efecto del chattering. También
se present6 el concepto de estabilidad en el sentido de Lyapunov, y sus respectivas
condiciones para diferentes tipos de estabilidad. Finalmente se mostraron los pasos
para la elaboracién de las leyes de control del ASMC.



Capitulo 4

Formulacion del Problema

El sistema Péndulo tipo Acrobot sobre un carro es un mecanismo planar con
dos eslabones rigidos unidos entre si a través de juntas de revoluta y montados en
una plataforma movil rigida no accionada. Sélo hay un actuador que proporciona la
entrada de par en la segunda articulacién del péndulo, ya que es una configuracion
de Acrobot. Dicho sistema se toma desde un marco de referencia acelerado corres-
pondiente al carro, al cual se encuentra fijo el Acrobot. En este capitulo se propone
el modelado de un sistema tipo péndulo en un sistema de referencia no inercial, me-
diante el teorema de Koning y las bien conocidas ecuaciones de Lagrange. Ademas,
se desarrollan dos leyes de control para estabilizacién de posicién (postura invertida)
del robot, por medio del ASMC-Segunda Ley. Por tltimo, se estudia la estabilidad
de dos metodologias adaptables.

4.1. Acrobot sobre un carro en un marco referen-
cial no inercial

A continuacion se presenta el péndulo Acrobot sobre un carro en un marco refe-
rencial no inercial, es decir, marco referencial acelerado:

4.1.1. Modelo dinamico: ecuaciones de energia y ecuaciones
de Lagrange.

Para desarrollar el modelo matematico del Acrobot sobre un carro, se tendran en
cuenta los siguientes supuestos: todos los elementos solidos son rigidos, el sistema
no tiene friccion y el efecto de la gravedad es vertical con respecto al plano de movi-
miento. El sistema tiene tres grados de libertad (uno traslacional y dos rotacionales).
Sin embargo el desplazamiento traslacional se considera como parte de los efectos no
inerciales del sistema; limitados a moverse sélo horizontalmente debido a sus juntas
mecanicas y en el caso de los eslabones del Acrobot, a girar sobre sus respectivos
ejes. Sin embargo, los desplazamientos angulares y traslacionales del Acrobot no
estan restringidos, es decir, ni los radios de giro ni la distancia de desplazamien-
to estan limitados; el carro no tiene motor, pero cualquier aceleracién inducida a
través del carro transmitird fuerzas de reaccién (efecto no inercial) en la dindmica
del Acrobot. El modelo toma en consideracién solo las masas y los momentos de
inercia del Acrobot, y omite la dinamica del carrito ya que el interés de estudio del

39
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modelo matemdtico radica en los efectos no inerciales sobre el Acrobot.

Considere el sistema Acrobot sobre un carro con aceleracion horizontal constante
w, representado en la Figura 4.1, con los parametros descritos en la Tabla 4.1; donde
la dindmica del Acrobot se ve afectada por el movimiento del carro, esto significa
que el Acrobot esta bajo un marco de referencial no inercial.

DE;

Link 11} N\

1 ] W
N/ x

—— = |}—

Figura 4.1: Acrobot sobre un carro en un marco referencial no inercial.

Las coordenadas generalizadas para el sistema Acrobot sobre un carro estan de-
finidas como:

¢ :=01,q2 := 0

Como puede observarse, el desplazamiento Z no se incluye como una coordenada
generalizada, esto es asi para que durante el desarrollo de las ecuaciones dinamicas,
los efectos no inerciales inducidos por la dindamica de Z, ya que el carro se comporta
como un marco de referencia acelerado, se puedan diferenciar de la dinamica del
Acrobot.
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Tabla 4.1: Pardmetros del sistema Acrobot.

Notacién | Descripcion

w Aceleracion horizontal del carro.

x Desplazamiento horizontal del carro.

0, Angulo entre el eje horizontal y el eslabon 1.

05 Angulo entre la proyeccion del eslabon 1 y el eslabén 2.
T Entrada de control

my, Mo Masas del eslabon 1y 2.
Ly, Ly Longitudes del eslabén 1 y 2.

le1, oo Distancia del eje al centro de masa del eslabon 1 y 2.
I, I Tensores de inercia de los eslabones 1 y 2.

g Aceleracion gravitacional.

e Vector unitario

La energia cinética E. esta expresada por el siguiente término:

donde E. se puede calcular aplicando el teorema de Koning,

+m; < vi_cr,Vo >

Cmi

E = FEepio T Ec

mi,rot—QO

1, 5 1
= 5””0“ + B < W, I ow; > +my < vi_cr,vo >

El término vp, es la velocidad del origen del sistema de coordenadas, I; » es el
tensor de inercia relativo al origen O del sistema de coordenadas, y v;_¢; es la
velocidad del centro de inercia relativo al origen O; m,; representa la masa de cada
eslabon del mecanismo, y w; representa la velocidad rotacional de los eslabones
del Acrobot. En el caso del Acrobot, la energia cinética estd dada por la suma
de las energias cinéticas individuales de cada eslabon. Ademads, para calcular la
energia de los eslabones, es necesario tomar en cuenta su componente rotacional. En
este sentido, la direccion de las velocidades angulares de los eslabones del Acrobot
esta representada por el vector unitario e = [0 0 1]7 que describe la rotacién
como ortogonal al plano de movimiento. Por lo tanto, los vectores de las velocidades
angulares del Acrobot se definen de la siguiente manera [23]:

IUl = 916 = qle
Wy := (01 + br)e = (¢1 + g2)e

y, los tensores de inercia de cada eslabdn, respectivamente, tomando en cuenta
que [, = %, leo = %, quedan descritos como
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hee 00
o= 0 Iy , 0

I 0 §m1L1 |

(I3 O 0
Tpo = 0 Ioyy 0

I 0 0 §m2L22_

Por lo tanto, podemos calcular cada energia de la siguiente manera

Energia cinética de my (Véase Figura 4.2)

Figura 4.2: Eslabon 1 del Acrobot.

Aplicando el teorema de Koning,

E

Cmq

r .
= ||Uo||2 + 5 < Wi, I oW > +my < vi_er,v0 >

donde

B |z [—lagisin(qr)
vi—0l= {_] B |:_lclql COS(Ql)}

Por lo tanto,

E., = _"“( [z 0] m) +%(419T)H1(q'19>+m1 [~y sin(q1) leada cos(qn)] m

1 . 1/1 ) s,
= —mat4 - (—m1L12) it — mylazdr sin(q)
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Energia cinética de my (Véase Figura 4.3 )

Figura 4.3: Eslabén 2 del Acrobot.

Aplicando el teorema de Koning

1 — —
E, = ||U(’)2||2 + 5 < w27]12,(’)w2 > +mg < V2_cr1, V0, >

Cmg

donde

r—Li¢ Sin(ﬂh)]

Vo, = :
S

532] _ {—ld((h + ¢2) sin(q; + CIQ):|
lea(g1 + G2) cos(q1 + ¢2)

Por lo tanto,

2

M (\/[IE — Ligisin(q1)  Lagicos(q)] {x ~ s Sin(ql)}) +

Cm2

L1y cos(qr)

(41 + C]Q)GT]b(Ch + ¢o)e +

N — N

T — Ligy Sin(Ql)]

my [~lea(g1 + d2) sin(qr + g2)  lea(Gr + G2) cos(qr + ga)] { LGy cos(qr)

) . 1 )
= —met? — mal1Z¢ sinqy + —maLigt +

2 2
1/1 2\ . .
3 §m2L2 (g1 + G¢2)° + maLileadi (g + ¢2) cos(qz) —

maleT (g1 + ¢2) sin(qr + q2)

de lo anterior se obtiene que,

Ee = Ee,, + Ec,,, (4.1)
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La energia potencial del sistema Acrobot esta dada por

E, = (myle +maeLy)gsin(qr) + malegsin(qr + g2) + cte (4.2)

donde cte € R.

Por lo tanto, a partir de la ecuacién (4.2) y la ecuacién (4.1), se puede aplicar el
bien conocido método de Lagrange de la siguiente manera:

1oL OC
o O L =12 4
atog oag 0 T (4.3)

donde 77 representa las fuerzas generalizadas que actiian en el sistema. Por lo que
resulta

mardi + misGo — ¢d3 — 2¢G1Go + (h1 + ha)g = & (4.4)
Moty + Moo + ¢4} + hag =T + 65

y cuyos coeficientes son,

1 1
miy; = mgL% + gmllgl + gmglg + 2m2L1lcg COS(QQ)
1
M2 = Mol = §m2L§ + mnglcg COS(QQ)
1

Mooy = gmng

¢ = molileysing

h1 = (m1lcl + mQLl) COSs q1

hy = male cos(qr + ¢2)

o1 = [(male +maLy)sin(q1) + malegsin(qy + g2)]w

@ = [malesin(q + g)]w

donde w = Z; 7 € R es la entrada de control del sistema, y 41,02 € R son los
efectos no inerciales inducidos por el movimiento del carro.

La forma matricial del sistema (4.4) puede ser representada como

M(q)g+C(q,q)a+G(q) =U (4.5)

q € R? representa el vector de coordenadas generalizadas, y la matriz de inercia
se describe como
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La matriz de fuerzas centripetas y Coriolis se presenta como

O1G1 0

El vector de gravedad esta dado por,

C(q, q) _ {_2¢1q.2 _¢IQ2:|

G(q) = [(hy + ha)g hoh]"

El vector de fuerzas generalizadas se presenta de la siguiente manera

G =[0 7+6]"

4.1.2. Espacio de estados del sistema Acrobot sobre un ca-
Iro.

Las ecuaciones dindmicas (4.5) se pueden modelar en representacién de espacio
de estados con respecto a las aceleraciones. Para lograr esto, es necesario asegurarse
de que el determinante de M (det(M)) sea diferente de cero, por lo tanto:

d@t(M) = mnmgz—m%Q

1 1 1
= <§m2L§) (mng + gmlL% + gmng + 2m2L1l62 COS<QQ)) — ...

1 2
e <§m2L§ + maLile COS(‘J2)>

1 1 1 2
= -myLiL; + §m1m2L§L% + §m§L% + gmngLglcz cos(qa) —

3
1
§m§L§ - gmngLng cos(qz) — m3LiL31%, cos(qs)
1 1
= gmgL%L% + §m1m2L%L% —m3L31%, cos(qy)

donde [ = %, entonces
arap2 (1 1 1 272
det(M) = m5LiL; 3~ 708 (q2) | + §m1m2L1L2

dado que, cos®(gs) € [0, 1], entonces det(M) > 0.

Entonces la ecuacion (4.5) se reorganiza y se multiplica por la matriz de inercia
inversa M ~!(q), dando como resultado la siguiente expresion:

q = M'U-C(q,q)q—G(q)]

_ 01 + 1
T+(52+,UQ
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donde
1 — 1G5 — 20G1G2 + (hy + ha)g
Mo = ¢16i12 + hag

La matriz inversa M !

esta dada por:

Mig Mo

Ml = [77111 m12}
donde

Mmoo

mn = 5
miy1Mag — MMy

—Mmi2

Mg 1= Mg = 3
miy1Mag — My

mi1

m22::m Moy — M2
1177622 12

Las aceleraciones estan dadas, por las siguientes ecuaciones

¢y = m11(61 + ) + mao(T + 62 + pi2) (4.6)
Go = my2(01 + 1) + Moo (T + 9o + o)

Las ecuaciones (4.6) pueden ser reducidas sustituyendo:

fi(t, q(t)) = mai (61 + p) + Maa(d2 + p2)
fa(t,q(t)) = ma2(1 + p1) + Mmaa(d2 + pi2)

Estos términos representan efectos no deseados que actian en el sistema (4.4).
Los efectos no inerciales 1, 65 inducidos por el carro se incluyen como parte de fi, fo.
Asi

G1 = fi(t, q) + mu7(t)
G2 = fo(t,q) + maaT(t)

El espacio de estados se define de la siguiente manera:

. 1T T
T = [917Q2aQ17Q2] = [ﬁl,l‘g,xg,m]

Por lo tanto, el sistema dindmico, en la representacién de espacio de estados esté
dado por:

xs3

f&(t,l{t))-+—ﬁ@127<t) (4‘7>

fo(t,x(t)) 4 map7 (1)
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4.2. Control adaptable

La propuesta de control para el sistema Acrobot sobre un carro en un marco
referencial no inercial se basa en la metodologia adaptable por modos deslizantes,
es decir, el ASMC dando un ajuste adecuado de la magnitud de la discontinuidad
del control como en s dentro de la fase de alcance cuando las trayectorias estan
fuera de la superficie. El objetivo se basa en estabilizar los estados de posicién del
Acrobot en la postura invertida, asi como las velocidades correspondientes a cada
estado, al tiempo que se rechazan los efectos no inerciales no deseados inducidos
por el carro en movimiento. Los métodos de control aplicados a los péndulos pueden
ser disenados para cumplir con las tareas de postura y fase de impulso (swing-up),
sin embargo el enfoque presentado en esta tesis no toma en consideracién la fase de
impulso (swing-up), ya que el sistema estard configurado como condicién inicial, en
la posicién invertida:

(21(0). 22(0). 23(0), 24(0)) = (5.0,0.0)

Para disenar la ley de control ASMC- Segunda Ley, es necesario definir una
variable deslizante, la cual debe tomar en cuenta los estados del Acrobot (4.7). La
idea principal de la estrategia de control es que los estados del sistema se deslicen
a lo largo de una superficie deslizante, descrita por una variable deslizantes, para
estabilizar y a su vez rechazar efectos no deseados asi como incertidumbres. Esta
variable en particular es elegida para que el sistema tenga una respuesta de orden
reducida deseable cuando se le restringe a este comportamiento [10]. Por lo tanto,
la variable de deslizamiento queda definida como:

$:= 11 + Cog + X3 + T4, (4.8)

La derivada de la variable deslizante (4.8) es obtenida como:

s = filz,t)+ falx,t) + cras + coxy +
(Mg + May)T(t)
= ¢(z,t) + c1w3 + coxy + MT

donde M = My + My, v los efectos no deseados fi(x,t) + fo(x,t) son agrupados
en

o(x,t) = fi(z,t) + fo(z,t)

Para lograr la convergencia asintética de las variables de estado en presencia de
un efecto no deseado 1 (x,t), es necesario dirigir la variable (4.8) a la estabilidad
en tiempo finito a través de una ley de control. Este problema se puede resolver
insertando la variable s en una funciéon candidata Lyapunov. Por lo tanto, la funcion
candidata Lyapunov basada en (4.8) tiene forma:

1 1
V=-=0?+—(K-—KY~>0 4.9

Para que la variable (4.9) sea estable, se deben cumplir las siguientes condiciones:

1. V<0 paras#0



48 CAPITULO 4. FORMULACION DEL PROBLEMA

2. lim V =00
|s]—o0

La condicién (2) se satisface en (4.9). Entonces

: 1
V =0V —ol'Ksign(o) + —(K — K*)|o|sign(|o| —€) <
v
1 _
o[ War = [oTn K+ — (K = K)Klol(lo] =€) =

K
lo|(Wyy — T K*) 4+ (K — K*) (—Fm|0| + 7]U|sign(|a| — (—:))

Por el lema (2.1) siempre existe K* > 0 tal que K(t) — K* < 0y por lo tanto,
para algin Sx > 0 se sigue que

V < —flo| = Bx|K — K*| = ¢

€= |K — K| (rm|o—| n §|arsz'gn<|or g —ﬂK)
B, = (DK™ — Wpy) > 0

que resulta en

V< -8BV —¢ (4.10)

para
B = V2min{B; B /7}
Si (4.10) es integrada sobre 0 < ¢, < t, se obtiene

1
VI2(1) < —5Bt+ V12(0)
y si V(t) alcanza la estabilidad en tiempo finito, entonces t, esta acotada por

2V1/2(0)
ly < ————
g
Es necesario proponer una ley de control basada en la funcion deslizante que

satisfaga la condicién (1) para que el sistema se estabilice. La derivada de (4.9) se
calcula como

V =55 = s(c1xs + oy + (t, ) + (7)) (4.11)
1
Proponiendo 7(t) = %(l/ — 13 — Ca1y), se obtiene
V =5t x) +v) = st ) + sv

)
< |s|L + sv
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Seleccionando v = — K sing(s) con K > 0, donde

1 st >0
sign(s) =< [-1,1] si s=0
-1 st s<0
Entonces se tiene .
V <Is|L —|s|K = —|s|(K — L) (4.12)

Considerando la funcién (4.9), la condicién (4.10) se reescribe como

V<-BVV —¢ (4.13)
Por lo tanto, la ley de control que estabiliza el sistema en tiempo finito es
1
7(t) = —(=Ksign(s) — c1z3 — cax4) (4.14)
m

Conclusion

Es este capitulo se presenté el modelado del Sistema Acrobot sobre un carro
a través del teorema de Koning y las ecuaciones de Lagrange con respecto de un
sistema referencial mecanico no inercial, asi como la definiciéon de los efectos no
inerciales que se inducen en el sistema. Finalmente se detall el sistema en espacio
de estados, para posteriormente desarrollar el algoritmo de ASMC.
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Capitulo 5

Resultados de Simulacion

En este capitulo se presentan y analizan los resultados adquiridos en las pruebas
de simulacién realizadas con el software Matlab/ Simulink®, para el sistema Acro-
bot sobre un carro en lazo cerrado tanto para el controlador con la metodologia
correspondiente a la Primera ley de Control por Modos Deslizantes como para la
Segunda ley de Control por Modos Deslizantes. Se presentan también los parametros
fisicos del sistema, asi como las ganancias utilizadas en los controladores para cada
caso. Finalmente, se discuten los resultados obtenidos en este trabajo con ambas
Leyes de control adaptable.

5.1. Comparaciéon de ASMC-Primera ley contra
el Control PID

El Acrobot es un mecanismo subactuado de dos grados de libertad con un torque
aplicado en la unién de los dos eslabones. De esta forma y considerando el modelo
del Acrobot como un modelo humano, es posible simular su movimiento, y presentar
su dindmica. El Acrobot sobre un carro es presentado en la Figura 5.2, donde una
aceleracién constante w es tomada en cuenta, debido al movimiento del carro, lo
cual significa que el sistema se encuentra bajo un marco de referencia no inercial.
El control del Acrobot en un marco referencial no inercial esta basado en el Control
Adaptable por Modos Deslizantes, asegurando un ajuste adecuado de la magnitud
de la discontinuidad del control como en [12], dentro de la “fase de alcance”, esto
es, cuando las trayectorias estan fuera de la superficie de deslizamiento.

La estrategia de control consiste en estabilizar la posicion de los estados del Acro-
bot en su forma invertida mientras rechaza los efectos inducidos no deseados con el
movimiento del carro, lo cual se logra con la ganancia dindmica de la parte adapta-
ble. Algunas aproximaciones del control robusto para el sistema péndulo invertido
se disenian como un control de conmutacién, con una parte que provee el impulso
para elevar el péndulo a la posicién invertida y que controla el balanceo, sin embar-
go, para este trabajo no se toma en cuenta la fase de impulso, ya que se fijan las
condiciones iniciales indicando la postura de arranque, en donde los eslabones 1 y 2
tendran la posicién invertida:

2(0) = (21(0),22(0), 25(0), 24(0))

™
—,0,0,0
(5:0,0,0)

(5.1)

51
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Para disenar el ASMC es necesario definir la variable de deslizamiento. Como
en [23], esta variable toma en cuenta los estados correspondientes a la posicién
y velocidad del péndulo. Esta variable de deslizamiento, en particular, es elegida
para que el sistema tenga una respuesta de orden reducido [52]. La variable de
deslizamiento se define como:

S 1= C1T1 + Co%2 + T3 + T4, (52)

la cual toma en cuenta a todos los estados del Acrobot. Por otra parte, la variable
dindmica de deslizamiento es:

é = fl(x7t> + f?(xat>7+ C1T3 + 62$4+
(M12 + MQQ)U(t) -
= p(z,t) + 123+ coxy + M7

donde M = My + My, v los efectos no deseados fi(x,t) + fo(x,t) son agrupados
en

o(x,t) = fi(z,t) + fo(z,t)

El control 7(¢) debe conducir a la variable deslizante (5.2) a la estabilidad en
tiempo finito,

T(t) = _(1/M)(U +cr3 + C2$4) c1,c2 >0

y esto puede ser obtenido con el ASMC considerando:

u(s,t) = —K (1) (1 Wi e) sign(s(z)) (5.3)

donde la ganancia K (t) puede variar en un rango de [, K*],n > 0 es eigenvalor
de K, A >,¢ > 0. El pardmetro ¢ es introducido para obtener solo valores positivos
para K. De modo que el controlador es descrito como:

() = —%(K(t) (14 AVIEIE + €) sign(s) + sz + coas (5.4)

con cz,cy > 0.

Para mostrar el comportamiento del método propuesto en este trabajo, se reali-
zaron simulaciones numéricas para el Péndulo Acrobot. Este control fue probado en
el Acrobot sobre un carro con el ASMC usando los parametros fisicos mostrados en
la Tablab.1, ademés, un control PID fue comparado en él, de la forma

1 N
P+I-+D——— 5.5
+ s+ 1+ N1 (5:5)

S

Las condiciones iniciales, en ambos casos, son elegidas en el punto de equilibrio
inestable, es decir, posicién invertida, tal como se especifica en la ecuacién (5.1)
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Tabla 5.1: Parametros para la simulacién del Péndulo Acrobot sobre un carro del
ASMC-Primera ley y el control PID.

’ Notacion \ Valor Numérico H Notacion \ Valor Numérico ‘

my 0,265kg c1 1

Mo 0,265kg Co 3

Ly 0,206m g 9,81m/s?

Ly 0,206m w 0,5m /s

la 0,103m I .. 2,3428210~*kgm?
leo 0,103m I, 2,3428210~*kgm?
n 0,001 € 0,003

kT 3 A 3,2

P 00115 e, 4 1

1 —0,0017 D —0,0183

En la Figura 5.1 se presenta el modelo realizado en Simulink del Acrobot sobre un
carro para de esa forma asegurar el rendimiento del controlador ASMC, asi como con
el control PID, para este caso. De modo que, se mantengan los estados del sistema
en la posicion inicial. Adicionalmente, se aplicé una aceleracion constante sobre el
carro para inducir un efecto no inercial sobre el sistema, esta aceleracion tiene una
magnitud de 5m/s? .

dat | I
daf
q1 2
o =Ly
[XT™)
I—qu fen )

Inertia matrix [3x3]

1

daf s dg2 ql a2

_]—rql
4 c
| a1 "

Matrix
L T
dq2 ey Product dd-q1 Integrator d?1 Ireegranet

Coriolis [3x1] ddq2 dq2

1 MW Cqq G@) |
4 6=
2 fen
Gravity & Aceleraciones
" | ddql,ddq2
Conziant w10¢ . (L Velocidades
:zfcn v g dql,dq2
Q_Vector de Fuerzas Generalizadas & TS
> | 4qlq2

Figura 5.1: Modelo de Matlab-Simulink del Acrobot sobre un carro.



54 CAPITULO 5. RESULTADOS DE SIMULACION

El ASMC estabiliza los estados x;, correspondiente al primer eslabén y x5, que
corresponde al segundo eslabdn, en las posiciones deseadas, de modo que en las Fi-
guras 5.2 y 5.3, respectivamente, se presentan sus comportamientos.

=2}

8]

B

(%]

Estado X, con ASMC (rad)

a%]

0 10 20 30 40 50 60
time(seq)

Figura 5.2: Respuesta del estado ;1 con ASMC-Primera Ley del Acrobot sobre un
carro.

- r

o

]
%]

]
[#%]

Estado X, con ASMC (rad)

A

]
[$)]

10 20 30 40 50 60
time(seq)

o

Figura 5.3: Respuesta del estado x5 con ASMC-Primera Ley del Acrobot sobre un
carro.
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Tanto el estado x7 como el estado x5 cumplen con las condiciones iniciales. Res-

3T
pecto al estado x; se aprecia que se estabiliza muy cerca de 4,7124 radianes o —,

es decir, 270°, lo cual significa que el primer eslabén da algunas vueltas antes de
alcanzar el punto deseado y el estado x5 se encuentra cerca de los 0 radianes, lo que
fisicamente representa varios movimientos previos a la posicion invertida, mientras
que los estados correspondientes a las velocidades angulares x3 y x4 se presentan en
la Figura 5.4.

50
5
=
g 0 '115,w ...... PPPRS ESPRRRE) MDY [OURIURE: NENP.
xﬂ
-50
0 10 20 30 40 50 60
time(seg)
100
Q)
8 iL\.
E  OpM
x‘!.“
-100
0 10 20 30 40 50 60
time(seg)

Figura 5.4: Respuesta de los estados x5 y x4 con el ASMC-Primera Ley del Acrobot
sobre un carro.

El error a la respuesta del estado xq, es decir, el correspondiente a la posicion
angular del eslabon 1, se presenta en la Figura 5.5

ra

Error del estado X, (rad)
[=]

4 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
time(seg)
g 5
&
ol
=l
[
W 2
@
S of
5
E o, .
w
0 10 20 30 40 50 60
time(seg)

Figura 5.5: Respuesta del error de los estados x1 y x5 con ASMC-Primera Ley del
Acrobot sobre un carro.

en la parte superior, mientras que en la parte inferior, se muestra el error corres-
pondiente al estado del segundo eslabon, z5. La respuesta de la senal de control del
ASMC respecto al comportamiento del sistema es mostrada en la Figura 5.6
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e
~

o
(V)

MWWWW’V VUV A VA A AAAAAAAAAAAAAA AN AN

Serial del control ASMC (Nm)

0 10 20 30 40 50 60
time(seg)

Figura 5.6: Respuesta de la senial del control ASMC-Primera Ley del Acrobot sobre
un carro.

Por otra parte y como objeto de demostracion de la robustez del ASMC frente
a otro control, se eligié el control clasico PID en su forma paralela. La respuesta
de los estados x1,x9, 23, v x4 que corresponden a las posiciones angulares y las
velocidades angulares del Acrobot sobre un carro se pueden apreciar en la Figuras
5.7, respectivamente.

8 2
6 1
= e
£ 4 £ o0
- o
= =
2 -1
0 -2
0 20 40 60 0 20 40 60
time(seqg) time(seg)
20 20
oi o —
A w0
= =)
£ 0 £
% x' -20
-10
-20 -40
0 20 40 60 0 20 40 60
time(seq) time(seg)

Figura 5.7: Respuesta de los estados del Acrobot sobre un carro con el control PID.

La respuesta del error del estado z; aplicando el control PID se ve en la Figura 5.8
en la parte superior, mientras que en la parte inferior se ve el error correspondiente
al estado x,.
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Error del estado X, (rad)
[=]

o 10 20 30 40 50 60

time(seg)

g 2

&

il

=l

[

W 0

@

S At

5

E o, . . . . .

w

0 10 20 30 40 50 60

time(seg)

Figura 5.8: Respuesta del error de los estados z1 y x5 con el control PID del Acrobot
sobre un carro.

La respuesta de la senal de control PID se puede apreciar en la Figura 5.9.

o
o~

©
()

o

Sefial del control PID (Nm)
o
N

04 * : : : :
0 0 20 30 40 50 60

time(seg)

Figura 5.9: Respuesta de la senial del control PID del Acrobot sobre un carro.

Con las Figuras previas, se realizo una comparacion del uso de los controladores
ya mencionados. Es por ello que, en la Figura 5.10, se presenta la respuesta del estado
x1 cuando el ASMC es aplicado, asi como con el control PID. En ella se aprecia la
robustez del control elegido frente a la comparacion realizada con el control PID. Lo
mismo se hizo para el estado xy (véase Figura 5.11).
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X, con ASMC
— ——x,con PID

Estado X, con ASMC vs PID (rad)

30 40 50 60
time(segq)

Figura 5.10: Comparacién de la respuesta del estado z; aplicando el ASMC-Primera
Ley y el control PID al péndulo Acrobot sobre un carro.

X, con ASMC

1 — —-x,con PID
)

Estado x, con ASMC vs PID (rad)

-4 0 1 2 3 4 5
5 - ' - ' -
0 10 20 30 40 50 60
time(seg)

Figura 5.11: Comparacién de la respuesta del estado x5 aplicando el ASMC-Primera
Ley y el control PID al péndulo Acrobot sobre un carro.
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5.2. Comparacion del ASMC-Segunda ley contra
el CMD

Para que el comportamiento del método propuesto en esta tesis sea comprobado
contra la respuesta de otro control, nuevamente se realizé una simulacién, en donde
los datos utilizados son presentados en la Tabla 5.2. Dicha simulacién considera el
control discontinuo del CMD como u = u(s,t)) — K(t)sign(s). La condicién inicial
para ambos controladores es

2(0) = (21(0),22(0), 25(0), 24(0))

(3070’0) (5.6)

Tabla 5.2: Parametros de simulacién del CMD y el ASMC-Segunda Ley para el
Acrobot sobre un carro.

’ Parametro \ Valor numeérico H Parametro \ Valor numérico ‘

my 0,265kg c1 1
Mo 0,265kg Co 3
Ly 0,206m g 9,81m/s?
Lo 0,206m w 0,5m/s?
la 0,103m I .. 2,3428210~*kgm?
Lo 0,103m L.. 2,3428210*kgm?
n 0,001 e 0,001
kT 9 K 1
K 0,939 C3,Cyq 1
$ 1= C1X1 + CoToy + T3 + Ty, (5.7)

con cq,cy > 0. La variable deslizante es derivada

5’ = fl(ZE, t) + IQ(ZL‘, t>_+ C1T3 =+ CQZL’4+
(Mg + Mao)T(1) B
= @(x,t) + w3 + comy + MT

donde M = My + Moy, v los efectos no deseados fi(z,t) + fo(x,t) agrupados

(p(l’,t) = fl(‘r7t) + fZ(x’t)

El control 7(t) debe dirigir a la estabilidad a la variable deslizante en tiempo
finito,
7(t) = —(1/M)(u+ c123 + caza) c1,¢2 >0 (5.8)

considerando de este modo al ASMC de forma general como

u(s,t) = —K(t)sign(s(x(t),t)) (5.9)

la ganancia K (t) variando en un rango [n, k%], n > 0 es un eigenvalor de K.
Donde K (t) satisface:



60 CAPITULO 5. RESULTADOS DE SIMULACION

. K|s(z(t),t)|sign(|(s(z(t),t)] —€) if K
feom { RO, =0 if K> 510

con K > 0, ¢ > 0 y un valor positivo 1. Dicho pardmetro € es utilizado para
obtener sélo valores positivos de K. Describiendo al ASMC-Segunda ley como

7(t) = —(1/M) (K (t)sign(s(x(t),t) + cs3xs + ca24)c3,c4 > 0 (5.11)

El ASMC-Segunda Ley estabiliza los estados =1 y 2. En la Figura 5.12 se muestra
la posicién angular del eslabdn 1 en la posicion invertida z1(0), la cual se estabiliza

m . . ..y, . . .
cerca de — := 4,7124 radianes, es decir, en la posicién deseada (invertida), mientras

que la Figura 5.14 se muestra cercana a 0 radianes, lo cual fisicamente es el dngulo
entre ambos eslabones, o mejor dicho, es el angulo entre la proyeccién del primer
eslabon y el segundo. Ademas, el péndulo es afectado por efectos no inerciales indu-
cidos por la plataforma mévil, es decir, el carro, sin embargo, y pese su presencia,
el controlador presenta robustez. Las Figuras 5.13 y 5.15 muestran los errores. La
Figura 5.16 muestra la respuesta de estados x3 y x4 con el ASMC-Segunda Ley.

X, (rad)

0 10 20 30 40 50 60
time(sec)

Figura 5.12: Posicién angular del estado x;: Eslabén 1.

x1(rad)

0 10 20 30 40 50 60
time(sec)

Figura 5.13: Error de posicién del estado 21 del Acrobot sobre un carro: Eslabén 1.
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x2(rad)

0 10 20 30 40 50 60
time(sec)

Figura 5.14: Posicién angular del estado xo: Eslabén 2

X,(rad)

2t

0 10 20 30 40 50 60
time(sec)

Figura 5.15: Error de posicién del estado x5 del Acrobot sobre un carro: Eslabén 2.

30 60
20 ] 40
20
< 20
-40
-60
30 | | . | | 50 ‘ . | . |
0 10 20 30 40 50 60 0O 10 20 30 40 50 60
time(sec) time(sec)
(a) Estado z3: Velocidad angular del es- (b) Estado z4: Velocidad angular del es-
laboén 1. laboén 2.

Figura 5.16: Velocidades angulares de los estados x3 y x4.
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En la Figura 5.17 se presenta la robustez del estado x; aplicando el control ASMC-
Segunda Ley contra el CMD, mientras que en la Figura 5.18 es mostrada la compa-
racion del estado x, posterior a la aplicaciéon de los controles antes mencionados.

8 T T T T T

6 i ——-ASMCX, |

0 10 20 30 40 50 60
time(sec)

Figura 5.17: Comparacion del estado x1: CMD contra el ASMC.

A £
TR AA G S

\i
i

2 4 6

30 40 50 60
time(sec)

Figura 5.18: Comparacién del estado xzo: CMD vs ASMC.

Los errores de los estados x; y x5 respecto a las posiciones deseadas se observan
en las Figuras 5.19 y 5.20. Mientras que las seniales de control del ASMC-Segunda
Ley y el CMD se muestran en la Figura 5.21a y 5.21b, respectivamente.
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Figura 5.20: Error de posicién del estado xa.
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Figura 5.21: Respuesta de las senales de control del ASMC-Segunda Ley y el CMD.
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El comportamiento de la ganancia K (t) se muestra en la Figura 5.22 satisfaciendo
(5.10), lo que fisicamente significa que la postura invertida del Acrobot sobre un
carro es alcanzada, sin embargo, al estar en un marco referencial no inercial, el carro
auin presenta un movimiento generado por el péndulo al estar sobre éste, por lo que
la ganancia K (t) siempre se mantiene oscilando en relacién a las posturas que el
sistema presente en cada instante de tiempo.
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Figura 5.22: Comportamiento de la ganancia k(t) con el ASMC-Segunda Ley.

En la Tabla 5.3 se muestra el Error Cuadratico Medio (RMSE, por sus siglas en
inglés), de cada uno de los controladores antes mencionados en el presente Capitulo,
el cual se define mediante (5.12), donde X, es el la posicién medida, X, es la posicién
estimada, s es la muestra de datos a considerar y IV es la cantidad total de muestras.

_ Zil(Xm — Xe)2
RMSE = \/ v (5.12)

Tabla 5.3: RMSE del control PID, el ASMC-Primera Ley, el CMD y el ASMC-
Segunda Ley.

RMSE entre el control PID y el ASMC-Primera Ley

RMSE del Eslabén 1 | RMSE del Eslabén 2
PID 0.0016429 0.0002904

ASMC-Primera Ley 0.0002246 0.0002263

RMSE entre el CMD y el ASMC-Segunda Ley

RMSE del Eslabén 1 | RMSE del Eslabén 2
CMD 0.0020187 0.0007082

ASMC-Segunda Ley 0.0000601 0.0000809
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De modo que, con los datos obtenidos en la Tabla 5.3 se tiene que:

= Para la primera simulacién, el RMSE entre el control PID y el ASMC-Primera
Ley correspondiente al primer eslabon, muestra la robustez del control adap-
table, lo que fisicamente significa que la posicién invertida es alcanzada con
menor dificultad cuando se utiliza el ASMC-Primera ley, y que, a pesar de
que el control PID también lo hace, el error que prevalece entre la posicién
deseada (270°) y la estimada, es mayor. Por otro lado, el RMSE del eslabén
2 no muestra una diferencia notable, ya que, para ambos casos, una vez que
el primer eslabén se encuentra estable, el segundo es capaz de estabilizar con
facilidad,

= y en la segunda simulacion, el RMSE entre el CMD y el ASMC-Segunda Ley
del eslabén 1 muestra una diferencia notable, debido a que el ASMC-Segunda
Ley tiene la capacidad de adaptar su ganancia y su superficie con respecto
al tiempo, mientras que el RMSE del eslabon 2, en el caso del CMD muestra
ser notablemente mas grande que el control adaptable, lo que fisicamente se
traduce en que la posicion invertida desea es alcanzada en un tiempo mayor
que con el ASMC-Segunda ley.

Conclusion

En este Capitulo se propuso el control ASMC en un marco referencial no inercial.
Se disend, ademas, un control PID y un CMD de modo que el control propuesto
pudiese ser comparado, y asi mostrar su efectividad, Las respuestas obtenidas para
cada caso lograron estabilizar al péndulo en la postura invertida, sin embargo el
ASMC fue quien presenté robustez en comparacién con los otros al rechazar los
efectos no inerciales. Finalmente, se mostraron los resultados demostrando que el
sistema alcanza su estabilidad en un tiempo finito menor a 10 segundos.
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Conclusion General

En el presente trabajo de tesis el sistema tipo péndulo Acrobot sobre un carro fue
estudiado. El interés sobre este sistema se debe a su comportamiento fisico inestable
y no lineal, convirtiéndolo en un reto para la elaboracién de una ley de control capaz
de garantizar la estabilidad del sistema pese a las perturbaciones, incertidumbres y
efectos no inerciales que el modelo pudiera presentar.

Desde el inicio del trabajo se realizé la descripcion del sistema fisica y matemati-
camente, asi como la de algunas otras configuraciones tipo Péndulo, tales como
el Pendubot, Acrobot y el péndulo sobre un carro, mencionando que debido a su
configuracion e inestabilidad intrinseca suelen estudiarse como sistemas inerciales,
aunque para el caso de los péndulos montados sobre un carro o plataforma maévil se
contempla al sistema como no inercial, esto debido a la aceleraciéon propiciada por
dicho carro o plataforma mévil, de modo que la acciéon de control suele aplicarse
para lograr su estabilizacion.

El sistema Acrobot sobre un carro, a lo largo de esta Tesis, se contemplé como un
sistema no inercial en un marco referencial no inercial, debido a la afectacion que
sufre con la aceleracién externa del carro. Ademas, se presentaron los fundamentos
tedricos para el modelado matematico de las ecuaciones que describen la dindamica
de sistemas mecédnicos no inerciales, asi como las propiedades del CI de un cuerpo
rigido, la interpretacion matematica de las leyes de Newton respecto de un sistema
de referencia mecéanico no inercial, el teorema de Steiner, el teorema de Konig para
la ecuacion de energia y el método clasico de las ecuaciones de Euler-Lagrange. De
igual forma, se describieron los fundamentos tedricos de sistemas con MD, y del
ASMC en su sentido matematico y fisico. Se introdujo el concepto de estabilidad de
Lyapunov y los tipos de estabilidad con la finalidad de asegurar que el control que se
propuso estabilizara al sistema. Con dichos fundamentos, se presenté el modelo ma-
tematico del sistema Acrobot sobre un carro en un sistema no inercial y se propuso
el ASMC-Segunda ley para realizar la tarea de estabilizacion de postura invertida
y el rechazo de los efectos no inerciales inducidos por el Acrobot al acelerarse. En
los resultados de simulaciéon el modelo matematico del Acrobot sobre un carro en
lazo cerrado con la ley de control propuesta fue presentado junto con otros dos con-
troladores: PID y CMD, mostrando que el ASMC es capaz de estabilizar la postura
del mecanismo y rechazar de mejor forma los efectos no inerciales, e incertidumbres
acotadas en un tiempo finito.
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Trabajos futuros

El Acrobot sobre un carro es un sistema muy prometedor para la aplicacion de
técnicas de control en el area de ingenieria y robdtica. Algunas propuestas para
la continuacién de este tipo de Péndulo en un marco referencial no inercial es la
aplicacion de un control adaptable basado en observador para mejorar la respuesta
del sistema correspondiente a la postura invertida, asi como la implementacion en
tiempo real.
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Abstract—The work aims to design an adaptive strategy using
the methodology Second Adaptive Sliding Mode Control that
allows getting an dynamical gain with respect to undesired
effects to achieve attitude stabilization of the Acrobot on a
cart in a non-inertial framework, with an external acceleration
induced by the cart. The implementation scheme of the system
by numerical simulation, in the platform MATLAB®/Simulink
shows its performance and compares its effectiveness against a
Sliding Mode Control.

Index Terms—Non-Inertial System, Acrobot, Adaptive Robust
Control.

I. INTRODUCTION

The non-inertial effects involve reaction forces and relative
motions which change the performance of the system as
perturbations actions where any frame with respect to other
differs from point to point and occurs when a physical
system is not fixed to a base or surface [1] and are
presented as reactions to the non-inertial movement that
system experiences. Some pendulums are studied from a
non-inertial framework ([2],[3],[4]) with an articular mobile
component (cart or link) taken as an accelerated framework
(non-inertial) or inertial framework (without an acceleration).
Pendulums are used in control and robotics research, also
for simulation and the study of some practical systems like
robotic arms and the stabilization of the buildings, due to its
natural unstable response. The inverted pendulum on a cart
is a nonlinear example of an underactuated system [5] in a
non-inertial framework.

Some configurations of Pendulums that let to add
complexity are the simple pendulum, rotary pendulum,
Foucault pendulum, Furuta pendulum, the pendulum on a
cart and double pendulum. The Cart Pole [6] consists of a
simple inverted pendulum that rotates freely mounted on an
actuated cart. The double pendulum on a cart [7] consists of
a non-actuated two-link mechanism attached to an actuated
mobile platform. In addition, there are a couple of variants
for the double pendulum as the double Pendulum mounted on
a cart, the Pendubot, the Acrobot; these two last pendulums are

978-1-7281-4840-3/19$31.00 ©2019 IEEE
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planar rotational mechanisms [8]; the first one resembles of a
human arm and the second one is similar to a human gymnastic
on parallel bars, where the torque is in the second joint while
the first one rotate freely [9]. In this case, the system will be
considered in a non-inertial framework where reactions forces
and relative motions from the cart are included.

The control methods used for Pendulums are made for
swing-up and balancing task, considering undesired effects and
non-inertial effects in the model to deal with them a control
robust is used. One of them is the Sliding Mode Control
(SMC) that is a strategy for control of nonlinear uncertain
systems ([10],[11]), however, the main drawback of the SMC,
is the chattering ([12],[13]). There are several ways to control
the chattering, one of them is [10] and another one to decrease
this effect is the use of higher-order Sliding Mode (SM)
Control ([14],[15]).Also, in [16] an SM strategy was presented
for the swing up and stabilization of a Cart-Pole system.
Meanwhile, a case for an Acrobot [17] presents a robust
controller design based on the Super-Twisting algorithm to
stabilize it in the position under a non-inertial framework and
reject undesired effects, caused by the cart’s motion. However,
there are in [18] two approaches based on the adaptive
methodology. The first obtained by the direct measurements
of the output signals of a first-order low-pass filter and
the second one [18] using the method surface-adaptation,
which alters the dynamic of a nonlinear system [19] applying
a discontinuous control signal that forces the system to
slide until reaching the desired stability point, whose the
main advantage is reject modeling uncertainties and nonlinear
effects ([20],[21]), known as Second Adaptive Sliding Mode
Control Law (ASMC). Although the ASMC allows adjusting
dynamically the control gain [18] without knowledge of
uncertainties and perturbations bounds, it implies improving
dynamic characteristics while properties of a controlled plant
or environment is variant.

In this paper, the Second ASMC law is a strategy studied
to achieve the attitude stabilization of the inverted position in
the Acrobot on a cart in a non-inertial framework, including
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Resumen

En este trabajo se muestra el modelo matematico del
sistema no lineal de un péndulo tipo Acrobot sobre un
carro, el cual consiste en un brazo planar de dos uniones
de revoluta, con un actuador en el codo, pero sin actuador
en el hombro, mediante el método de Euler-Lagrange.
Ademaés, se propone una estrategia de control robusto para
lograr la estabilizacién del péndulo Acrobot sobre un carro
en su posicién invertida en un marco de referencia no
inercial, en donde este efecto incluye reaccion de fuerzas
y movimientos relativos que pueden potencialmente
alterar el comportamiento del sistema. El algoritmo
propuesto es el control adaptable por modos deslizantes
(ASMC), el cual altera la dindmica de un sistema no lineal
mediante la aplicacion de una sefial de control discontinua
que obliga al sistema a “deslizarse” hasta alcanzar el punto
de estabilidad deseado, cuya principal ventaja es el
rechazo de incertidumbres, y efectos no inerciales. Para su
implementacidn se cuenta con una simulacién numérica en
la plataforma de Simulink.

Sistemas no lineales, Acrobot, Modos deslizantes

Abstract

This work shows the mathematical modeling of the non-
linear system of an Acrobot on a car, which consist in a
planar rotational mechanism with two joints of revolute,
with an actuator in the elbow, but without actuator in the
shoulder through the classical Euler-Lagrange method. In
addition, a robust control strategies is proposed to achieve
the attitude stabilization of the inverted position of
Acrobot on a car in a non-inertial physical framework,
these include reactions forces and relative motions which
can potentially alter the performance of the system. The
algorithm proposed is the Adaptive Sliding Modes Control
(ASMC), which alters the dynamic of a non-linear system
applying a discontinuous control signal that forces the
system to “slide” until reaching the desired stability point,
whose the main advantage is reject modeling uncertainties
and non-linear effects , which result from the accelerated
framework of reference to which Acrobot on a car.
Implementing a scheme by numerical simulations in the
platform Simulink.
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se utilizara unica y exclusivamente para los fines antes sefialados. EL AUTOR autoriza a la UNACAR a utilizar
las obras en los términos y condiciones aqui expresados, sin que ello implique que se le conceda licencia o
autorizacién alguna o algun tipo de derecho distinto al mencionado respecto a la “propiedad intelectual” de
la misma OBRA; incluyendo todo tipo de derechos patrimoniales sobre obras y creaciones protegidas por
derechos de autor y demds formas de propiedad intelectual reconocida o que lleguen a reconocer las leyes
correspondientes. Al reutilizar, reproducir, trasmitir y/o distribuir la OBRA se debera reconocer y dar crédito
de autoria de la obra intelectual en los términos especificados por el propio AUTOR, y el no hacerlo implica
el término de uso de esta licencia para los fines estipulados. Nada de esta licencia menoscaba o restringe los
derechos patrimoniales y morales del AUTOR.

De la misma manera, se hace manifiesto que el contenido académico, literario, la edicién y en
general de cualquier parte de la OBRA son responsabilidad del AUTOR, por lo que se deslinda a la UNACAR
por cualquier violacion a los derechos de autor y/o propiedad intelectual, asi como cualquier
responsabilidad relacionada con la misma frente a terceros. Finalmente, el AUTOR manifiesta que estara
depositando la version final de su Tesis de maestria, OBRA y cuenta con los derechos morales y
patrimoniales correspondientes para otorgar la presente autorizacion de uso.

En la ciudad de Carmen, del estado de Campeche a los 22 dias el mes de _noviembre de 2019.
Atentamente.

LAURA ELENA TREJO SOSA

Nombre y Firma Autografa de EL AUTOR

Escriba la Facultad, Escuela, Centro a la que esta suscrita la obra: Facultad de Ingenieria, Universidad
Auténoma del Carmen, Campus lll.

Universidad Autonoma del Carmen Av. Central S/N Esg. Con Fracc. Mundo Maya C P. 24115 Tel. 38 1-10-
Campus Il 18 ext.1702, 1703 Ciudad del Carmen, Campeche, México
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